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Gymnase de Burier École de Maturité

Problème 1 (21 points)

a) (Σ) : x2 + (y − 2)2 + z2 = 9 ⇒ C(0; 2; 0) ; r = 3 [u]

b) δ(C; α) =
|3 · 0 − 4 · 0 − 15|
√

32 + (−4)2
=

15

5
= 3 [u] = r CQFD

c) −→nα =







3
0

−4





,
−→
CP =







7
6

−6





, vecteurs directeurs de β

⇒ −→nβ = −→nα × −→
CP =







24
−10
18





 //







12
−5
9





 ⇒ (β) : 12x − 5y + 9z + d = 0

C ∈ β⇒ −10 + d = 0 ⇔ d = 10 ⇒ (β) : 12x − 5y + 9z + 10 = 0

d) (CP ) :











x = 7k
y = 2 + 6k
z = −6k

, k ∈ R

e) (i) C ′(7k; 2 + 6k; −6k)

(ii) δ(C ′; α) = r′ ⇔ |3 · 7k − 4 · (−6k) − 15|
5

= r′

(iii) ‖−−→
CC ′‖ = r + r′ ⇔

√

(7k)2 + (6k)2 + (−6k)2 = 3 + r′ ⇔
√

121 k2 = 3 + r′

⇔ 11 · |k| = 3 + r′ ⇔ r′ = 11 · |k| − 3

(ii)⇒ |45k − 15|
5

= 11 · |k|−3 ⇔ |9k −3| = 11 · |k|−3 ⇔ 9k −3 = ±
(

11 · |k|−3
)

⇒ 1 9k − 3 = 11 · |k| − 3 ⇔ 9k = 11 |k| ⇔ k = 0 −→ Σ

2 9k − 3 = −11 |k| + 3 ⇔ 9k − 6 = −11 |k| ⇔ 9k − 6 = ± 11 |k|

⇒ 3 9k − 6 = 11k ⇔ k = −3

4 9k − 6 = −11k ⇔ k =
3

10
(a) si k = −3, C ′(−21; −16; 18) et r′ = 11 · 3 − 3 = 30 [u]

⇒ (Σ′) : (x + 21)2 + (y + 16)2 + (z − 18)2 = 900

(b) si k =
3

10
, C ′

(

21

10
;
19

5
; −9

5

)

et r′ = 11 · 3

10
− 3 =

3

10
[u]

⇒ (Σ′) :
(

x − 21

10

)2

+
(

y − 19

5

)2

+
(

z +
9

5

)2

=
9

100

Mathématiques corrigé niveau renforcé, juin 2022 Page 2/9



Gymnase de Burier École de Maturité

Problème 2 (11 points)

On considère la fonction f donnée par

f(x) = (x − 3) · e
√

x

a) ED(f) = R+

b)
0 3

///////////// 0|
(0 ; −3)

−
+

sgn(f)

c) lim
x→+∞

f(x) = ” + ∞ · (+∞)” = +∞ ⇒ aucune AHD.

d) f ′(x) = 1 · e
√

x + (x − 3) · e
√

x · 1

2
√

x
=

2
√

x · e
√

x + (x − 3) · e
√

x

2
√

x
=

(2
√

x + x − 3) · e
√

x

2
√

x

e) • point de tangence : f(4) = e2 ⇒ T (4 ; e2)

• pente : m4 = f ′(4) =
5 e2

4

• l’équation de la tangente t à la courbe y = f(x) passant par T est :

(t) : y =
5 e2

4
· x + h passe par T ⇐⇒ e2 =

5 e2

4
· 4 + h ⇐⇒ h = −4 e2

⇒ (t) : y =
5 e2

4
· x − 4 e2 ⇐⇒ (t) : 5 e2 · x − 4y − 16 e2 = 0
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Gymnase de Burier École de Maturité

Problème 3 (18 points)

x h

a) La base du prisme est un triangle équilatéral : Abase(x) =

√
3 x2

4

Le volume du prisme : V (x) =

√
3 x2

4
h = 483 ⇒ h =

483 · 4√
3 x2

=
1932√

3 x2

L’aire d’une face : Aface(x) = h · x =
1932x√

3 x2
=

1932√
3 x

=
1932

√
3

3x

L’aire totale de cet emballage : A(x) = 2 · Abase(x) + 3 · Aface(x) =
2
√

3 x2

4
+

3 · 1932
√

3

3x

⇒ A(x) =

√
3 x2

2
+

1932
√

3

x

b) Fonction : A(x) =

√
3 x2

2
+

1932
√

3

x

Dérivée : A′(x) =

(√
3 x2

2
+

1932
√

3

x

)′

=
2x

√
3

2
− 1932

√
3 x−2

⇒ A′(x) =

√
3 (x3 − 1932)

x2

c) Zéro de la dérivée : A′(x) = 0 ⇐⇒ x3 − 1932 = 0 ⇐⇒ x3 = 1932 ⇒ x ∼= 12.5 cm.

Condition : x > 0

Croissance :

x

sgn(A′)

variation de A

−∞ 0 12.5 +∞

− − 0 +

+∞+∞
403403

+∞+∞

Minimum : x ∼= 12.5 et A(12.5) ∼= 403 cm2

Alors la hauteur de cet emballage est donnée par h =
1932√

3 (12.5)2
∼= 7.19 cm

Dimensions de cet emballage au millimètre près : x = 125 mm ; h = 72 mm
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Gymnase de Burier École de Maturité

Problème 4 (20 points)

a) M =







1 −3 3
3 −5 3
6 −6 4







b)







1 −3 3
3 −5 3
6 −6 4





 ·







x
y
z





 =







x − 3y + 3z
3x − 5y + 3z
6x − 6y + 4z







⇒ f (u) = (x − 3y + 3z; 3x − 5y + 3z; 6x − 6y + 4z)

c) Pour prouver que l’application linéaire est bijective, il suffit de montrer que
Ker(f) = {(0; 0; 0)}, car c’est un endomorphisme.

Déterminons Ker(f) : f((x; y; z)) = 0 ⇔















x − 3y + 3z = 0

3x − 5y + 3z = 0

6x − 6y + 4z = 0

Comme Det(M) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 −3 3
3 −5 3
6 −6 4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 1(−20 + 18) − 3(−12 + 18) + 6(−9 + 15) = 16 6= 0, la

solution du système est unique, c’est donc la solution triviale (0; 0; 0)

⇒ Ker(f) = {(0; 0; 0)} ⇔ f est injective ⇔ f est bijective CQFD

d)

p(λ) = Det(M − λI) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 − λ −3 3
3 −5 − λ 3
6 −6 4 − λ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

= (1 − λ)(−5 − λ)(4 − λ) − 54 − 54 − 18(−5 − λ) + 18(1 − λ) + 9(4 − λ) =

= −λ3 + 12λ + 16 = −(λ + 2)2(λ − 4)

Les valeurs propres de h sont les zéros de p(λ) ⇒ λ1 = −2 et λ2 = 4
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Gymnase de Burier École de Maturité

e) • Le sous-espace propre E−2 associé à la valeur propre −2 est le noyau de f + 2λ :

Echelonnons M + 2I :







3 −3 3
3 −3 3
6 −6 6





 ∽







1 −1 1
0 0 0
0 0 0





 ⇒ x − y + z = 0

On pose y = k et z = l où k, l ∈ R ⇒















x = k − l

y = k

z = l

⇒ E−2 = {k(1; 1; 0) + l(−1; 0; 1) | k, l ∈ R} = L ((1; 1; 0) ; (−1; 0; 1))

• Le sous-espace propre E4 associé à la valeur propre 4 est le noyau de f − 4λ :

Echelonnons M−4I :







−3 −3 3
3 −9 3
6 −6 0







1

3
L2→L2

∽

1

6
L3→L3







1 1 −1
1 −3 1
1 −1 0







L2−L1→L2

∽

L3−L1→L3







1 1 −1
0 −4 2
0 −2 1





 ∽

− 1

4
L2→L2

∽

L3− 1

2
L2→L3







1 1 −1

0 1 −1
2

0 0 0







L1−L2→L1

∽







1 0 −1
2

0 1 −1
2

0 0 0





 ⇒






x − 1
2
z = 0

y − 1
2
z = 0

On pose z = 2k , k ∈ R ⇒















x = k

y = k

z = 2k

⇒ E4 = {k(1; 1; 2) | k ∈ R} = L ((1; 1; 2))

• ⇒ B′ = ((1; 1; 0) ; (−1; 0; 1) ; (1; 1; 2))

f) P est la matrice dont les colonnes sont les vecteurs propres de f et M ′ est la matrice
dont la diagonale est constituée des valeurs propres de h :

P =







1 −1 1
1 0 1
0 1 2





 et M ′ =







−2 0 0
0 −2 0
0 0 4






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Gymnase de Burier École de Maturité

Problème 5 (8 points)

• Le volume extérieur est un cylindre formé par la rotation de la droite a entre xA et
x = 5.

Sachant que yA = 6 on résout

6

3x − 5
= 6 ⇒ 3x − 5 = 1 ⇒ xA = 2 ⇒ A(2; 6)

Ainsi, le volume extérieur,

Vext = π · 62 · (5 − 2) = 108 π [u3]

• Pour le volume intérieur,

Vint = π
∫ 5

2

(

6

3x − 5

)2

dx = 36 π
∫ 5

2
(3x − 5)−2 dx = 36 π

[

−1

3
(3x − 5)−1

]5

2
=

= 36 π
(

− 1

30
+

1

3

)

=
54

5
π [u3]

• Le volume de ce solide de révolution est donné par :

V = Vext − Vint = 108 π − 54

5
π =

486

5
π [u3]
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Gymnase de Burier École de Maturité

Problème 6 (18 points)

Partie A

a) A
3
5 = 35 = 243 planifications différentes.

b) Une seule façon , rester en bord de mer.

c) A
2
5 = 25 = 32 planifications sans passer par la route.

d) P 5 (2 ; 2) =
5!

2! 2!
= 30 planifications avec 2 par la mer, 2 par les montagnes et 1 par la

route.

Variante : C5
2 · C3

2 · C1
1

e) 35 − 25 = 211 planifications en passant au moins une fois par les montagnes.

Partie B

a)

Mer

Dauphin2/5

Rien3/51/3

Route Rien
1/3

Montagne

Ours3/10

Rien7/10

1/3

b) P (Mer ∩ Dauphin) =
1

3
· 2

5
=

2

15
∼= 13.33 %

c) P (Dauphin ∪ Ours) = P (Dauphin) + P (Ours) =
2

15
+

1

3
· 3

10
=

7

30
∼= 23.33 %

d) P (Dauphin ∪ Ours | Route) =
P (Dauphin ∪ Ours)

P (Route)
=

7/30

2/3
=

7

20
= 35 %

Variante :
1

2
· 2

5
+

1

2
· 3

10
=

1

5
+

3

20
=

7

20

e) P (Au moins un dauphin | 5 étapes mer) = 1 − P (Aucun dauphin | 5 étapes mer)

= 1 −
(

3

5

)5
∼= 92.22 %
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Gymnase de Burier École de Maturité

Répartition des points

Problème 1

Géométrie

a) 2 points
b) 2 points
c) 6 points
d) 1 point
e) 10 points

Total 21 points

Problème 2

Analyse

a) 1 point
b) 2 points
c) 2 points
d) 3 points
e) 3 points

Total 11 points

Problème 3

Optimisation

a) 7 points
b) 3 points
c) 8 points

Total 18 points

Problème 4

Algèbre linéaire

a) 1 point
b) 2 points
c) 2 points
d) 6 points
e) 7 points
f) 2 points

Total 20 points

Problème 5

Calcul intégral

Total 8 points

Problème 6

Combinatoire - Probabilités

Partie A

a) 1 point
b) 1 point
c) 1 point
d) 2 points
e) 2 points

Partie B

a) 3 points
b) 2 points
c) 2 points
d) 2 points
e) 2 points

Total 18 points

Total pour l’épreuve : 96 points

Echelle : La note se calcule avec l’échelle fédérale sur 96 points

Formule :
nb de points obtenus

96
· 5 + 1 arrondi au demi-point le plus proche
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