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7 Equation de la sphére

Au chapitre 4, nous avons étudié le cercle et son équation dans le plan.
Dans ce chapitre, nous allons reprendre une grande partie de ce qui a été
fait dans le plan et I'adapter & I’étude de la sphére dans l'espace.

7.1 Généralités

La sphére ¥ de centre C(zx:yc: 20) et de rayon r (r > 0) est I'ensemble
des points P(x;y: 2) de I'espace situés a une distance r de C.

PeT & |CBl=r & J@—200+@W-yo)+(z— o) =
En élevant au carré, on obtient 'équation de la sphére T
(z— '77(?)2 +(y— yc)2 + (3 — :'C)'Z = r?

Exemple 1. Déterminer I'équation de la sphére centrée en C(—3;2; — 1)
et de rayon r = 3.

(z+3)2+(y—-2>2+(z+1)%=09

En développant, on obtient z% + 3 + z? + 6z — 4y+2z+5=0.
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7 Equation de la sphére

Exemple 2.
On considére la sphére d’équation x* +y* + 2% — 16z + 12y — 2z + % =(J;
Cherchons son centre et son rayon.

On peut écrire cette équation de la maniére suivante.
(x—8)2—64+(y+6)2—-36+(z—2)°-1+1=0

On obtient (z — 8)* + (y + 6)* + (» — 3)* = 100.
Il s’agit de I'équation de la sphére de centre C'(8;—6; %) et de rayon 10.

7.2 Positions relatives

7.2.1 Positions relatives d’une droite et d’une sphére

On considére la sphére ¥ de centre C' et de rayon r ainsi qu'une droite d.
Pour situer la droite d par rapport a la sphére ¥, on compare la distance
4(C;d) du centre C' a la droite d avec le rayon r.
1. §(C:d) <r < ladroite d est sécante &4

(deux points d'intersection)
2. 4(C;d)=r <& ladroite d est tangente & &

(un point d’intersection)
3. 4(C;d)>r <« ladroite d est extérieure & ¥

(aucun point d’intersection)

Pour déterminer les coordonnées du (ou des) point(s) d’intersection de d
et ¥, on résout par substitution le systéme formé par les équations de la
sphére et de la droite.
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Positions relatives

Exemple. On considére Ia sphére ¥ de centre C(3:—2;1) et de rayon r

T=4-1
ainsi que la droited : { y =8+ 2t .
z2=0+2t

Discuter la position relative de d et & en fonction de r.

On calcule la distance du centre C' a la droite d, : o(C:d) = -IM-I

1 [l ]|
oit A(4:8;5) est un point ded et d = | 2 ) un vecteur directeur de d.
2
-1 -1 -12
=0yt 201 (I 6 ]I
s(ciay = IACxdll _ _\—4 B Y
Il d]f Vo 3

Sir =6, la sphére ¥ et la droite d sont tangentes.
Sir > 6, la sphére ¥ et la droite d sont sécantes.
Sir < 6, la sphére T et la droite d sont extérieures.

7.2.2 Positions relatives d’un plan et d’une sphére

On considére la sphére ¥ de centre C' et de rayon r ainsi qu'un plan .

Pour situer le plan 7 par rapport a la sphére ¥, on compare la distance
d(C; ) du centre C' au plan 7 avec le rayon 7.

1

2.

3.

d(C;m)<r 4 leplan 7 est sécant & & (infinité de points d’in-
tersection formant un cercle)

6(C;m)=r <« leplan 7 est tangent & £
(un point d’intersection)

6(C;m) >r <« leplan 7 est extérieur a
(aucun point d’intersection)

G
\‘Q
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7 Equation de la spheére Plan tangent & une sphére

3

= < ||C1GCy)| <+, & % et £y sont sécantes
(infinité de points d’intersec-
tion formant un cercle)

Exemple. On considére la sphére £ : (z—8)%+ (y+6)%+ (2 —1)? = 100.
Le plan 7 : 2x — 5y + 4z = 5 coupe cette sphére en un cercle. Déterminer
le centre I et le rayon p de ce cercle.

4. |GG = |ry — 7y < X et L, sont tangentes inté-
rieurement
. (un point d’intersection)
5. [[C1C2| < |y — 7 < IT'une des sphéres est a l'inté-

rieur de 'autre
(aucun point d’intersection)

7.3 Plan tangent & une sphére

Exemple. Soit la sphére d’équation (z—2)%+(y+1)? +(2—3)? = 30. Le
pointT'(1;4;5) appartient & cette sphere puisque ses coordonnées vérifient
son équation.

On considére la droite passant par le centre de la sphére C(8;—6;1) et
pepradibulain A plaw. On veut trouver I'équation du plan tangent & la sphére en T'. On consi-

dére un point P(z;y; z) de .

r=8+2t
b Le plan m passant par T et P étant tangent a la sphére, il est perpendi-
LA culaire & la droite passant par C et T. On a donc C'T - ﬁ =0.
En développant, btient
L'intersection I entre cette droite et le plan © donne le centre du cercle. e
-1 —1
2(84+2t) —=5(—6—5t) +4(1+4t) =5 = 45t+30=5 5 - ly—4a]|=0
= t=-1 = I(6;—1;-3) . g
. 9 —(@—=1)+5(y—4)+2(z-5)=0
185 < 2 Ar 14 .
Ona ||CT|? = ,34 |2 = 45. L’équation du plan = est donc & — Sy—2z+29=0.

Par le théoréme de Pythagore, on obtient o .
On considére un point T de la sphére £ de centre C et de rayon r et on

pP=r—||CI|?=100-45=55 = p=+/55 note 7 le plan tangent a la sphére en 7. De maniére générale, on a

Per & CT-TP= 0
7.2.3 Positions relatives de deux sphéres

On considére les sphéres 2, de centre C') et de rayon 7 et 5 de centre Cy
et de rayon r. Pour situer ¥; par rapport & X3, on compare la distance
|C1C5|| entre les centres avec rq + 7y et |rp — ra.
1. [|CiCal| >ri+ry <« ¥ est & lextérieur de X,
(aucun point d’intersection)
2. {|CTC£ [[=ri+ry < %) et I, sont tangentes extérieurement
(un point d’intersection)
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7 Equation de la sphére

7.4 Exercices relatifs au chapitre 7

dis
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Les équations ci-dessous représentent-elles une sphére ? Si oui, on en
donnera le centre C et le rayon 7.

a) (x—22%+y?+(2—-1)2=9

b) 22+ y*+ 2246210y —42+22=0

¢) 22 +y24+22—-122—2y+62+56=0

d) 224+y*+2°4+ 40— 14y —82+69=0

e) 36x2 + 36y + 3622 — 108z + 96y — 144z + 109 =0

Déterminer 'équation de la sphére
a) de centre C'(0;2; —4) et de rayon 5;
) de centre C'(1; —2; —4) et passant par le point P(3;2;—1);
c¢) de diametre [AB] ot A(—1:0:5) et B(7;4;-7);
)

d) passant par les points A(4;2; —3) et B(—1;3;1) et ayant son centre
x 3 1
sur ladroited: [y | = |5 +k-| 1
2 5 -2
e) centrée a 'origine et tangente a la droite
& 3 1
d: ly|l=|5]+k-| 1
z 5 -2

f) de centre C(4;1;—5) et tangente au plan d’équation
T+2y+22—4=0;:

g) passant par les points M(0;3; —4), N(2;2;—3) et P(10;1;—8) et
de rayon 5v/2;

h) passant par les points M(—2;2;3), N(0;4;1) et P(—5;5;—1) et
ayant son centre sur le plan d’équation x +3y —2z —-7=0;

i) passant par les points E(5;7;:—2), F(3;1;0), G(—5:12;3) et

H(—~8;-2;—1);

passant par les points M (8;8;9), N(—1;—1;9) et P(11;5;9) et tan-

gente au plan (Oxy).

[
—

Exercices relatifs au chapitre 7

Déterminer les coordonnées des points d’intersection d’une sphére ¥
et d'une droite d dans les cas suivants.

.’L‘=—3—.-2k
a)T:a?4+ 92 +22-22—y4+2-3=0 d:{y=6-2k
2=—4+k
r=-2-k%k
b)Tia?+92+22+04+2+32-9=0 d:{y=4+k
z2=4+k
r=1
)E:x?+y*+22-3z+y+1=0 d:{y=2+k%
2=3+4+2k

Le systéme d’équations cartésiennes
(z-3)2+(y+2)?+(2—1)2 =100
20 —2y—2+9=0

détermine un cercle. Calculer les coordonnées du centre C' et le rayon
r de ce cercle.

Trouver I'équation de la sphére passant par le point P(2;-1:1) et qui
contient le cercle déterminé par le systéme d’équations

e +y?+22 -2 +3y—62—5=0

S5c+2y—2-3=0

Déterminer I'équation de la sphére contenant les deux cercles I'y et I’
donnés par les systémes d’équations

2?24+ 22=295 22+ 22=16
et ;

On donne une sphére X et un point 7. Aprés avoir vérifie que T ap-
partient a ¥, trouver I'équation du plan tangent a ¥ au point 7.

a) T(7:4:4) :(@+3)2+(y—15)2+(2—2)2 =225

b) T(14;4;-6) X:(z—2)2+(y+4)2+(2—3)2 =289

¢) T(=212;-5) Z:a2?+y?+22— 22— 10y + 62 = 27

d) T(3:-1; %) ¥ : 4922 + 49y + 4922 — 702+ 42y — 2942 +34 = 0
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7 Equation de la sphére

10.

: 8 8

12.
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Trouver les équations des plans tangents & la sphére d’équation
% +y? + 2% + 8z — 2y — 2z = 48 aux points d'intersection de cette

sphére avec les axes de coordonnées.

On donne une sphére ¥ et un plan a. Déterminer les équations des
plans paralléles a o et tangents a X, ainsi que les coordonnées des
points de contact de ces plans avec X.
a) Lzl +y?+22=216

a:Txe—2y—2=0
b)E:(xz—3)2%2+(y—1)2+22=169

a:12z+4y+32—-12=0
c) Z:222 4292+ 222 - 22+ 8y +22 =87

a:z—yYy—2+11=0

On donne une sphére ¥ et une droite d. Déterminer les équations des
plans perpendiculaires a d et tangents a X, ainsi que les coordonnées
des points de contact de ces plans avec 3.

a)T:(z+1)2+(y—5)2+(2+2)2=49

r=3+2k
d:{y=2-6k
z=-3k
b)Z‘ z2 + 32 +(z—3) = 361
= (AB) ou A(—8;5:17) et B(28;7;5)

8z — 11y 4 82 =30
r—y—22=0

22 +y? + 2% + 22 — 6y + 42 = 15. Déterminer les équations des plans
contenant la droite d et tangents a la sphére .

Soit la droite d : { et la sphére ¥ d’équation

’\Iontrer que les sphéres d’équations z? + y? + 22 = 81 et
+y? + 22 — 4z — 12y + 62z + 45 = 0 sont tangentes et détermi-
ner ’équation de leur plan tangent commun.

15.

13.

14.

Exercices relatifs au chapitre 7

On donne la sphére X : (z — 1)2
a:3r+2y—62+57=0.

+(y—1)2+(2—1)> =49 et le plan

a) Déterminer la distance minimale des points de la sphére ¥ au
plan a.

b) Le point Q(7;3;¢) (avec ¢ > 0) se trouve sur la sphére . Soit 3 le

plan tangent & la sphére au point Q. Calculer I’angle aigu entre les
plans a et j3.

On donne la sphére X : (2 — 7)% + (y — 12)? + (2 — 6)2 = 150, le plan
r = 5k

a:3x+4y =19 et ladroited: S y =k
2=k

a) Déterminer les coordonnées du point d’intersection A de la droite
d et du plan a.

b) Vérifier que le point A appartient & la sphére X.

¢) Soit e la droite passant par le centre E de la sphére ¥ et normale
au plan a. Déterminer les coordonnées du point d’intersection P
de la droite e et du plan a.

d) Calculer le rayon r du cercle I' d’intersection du plan a et de la
sphére X.

e) Déterminer les coordonnées des points B, C et D tels que ABCD
soit un carré inscrit dans le cercle I.

On donne les sphéres £; de centre C)(7;9; —3) et de rayon 2v/5 et
d’équation 2% + y% + 22 — 4z + 2y — 42 = 101.

a) Montrer que ces deux sphéres sont sécantes.

b) Déterminer le plan contenant le cercle d’intersection de ces deux
sphéres.

c) Déterminer le centre et le rayon du cercle d’intersection des deux
sphéres.
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7 Equation de la sphére

Réponses aux exercices du chapitre 7

1. a)sphere: C(2;0;-1),r=3 b) sphére : C(—3;5:2), r=4
¢) rien d) point C'(=2:7;4) e) sphére : (' %;2), r=3/5
2. a)2®+(y—2)%+(2+4)2=25 b) (x—1)2 —-(y+'2)2+(z—4)2=45
) (& —3)2 +(y~2)2 + (= + 1)2 = 56 _
d) (x—4)2+(y+1)2+(2—-3)2=45 e) 22+ 32+ 22 =10 Annexe A
f) (@—4)°+(@y—1)2+(2+5?2 =%
g) (2—5)°+(y—6)>+(2+8)>=50 ou
(@8 + (s~ )+ (2 + 182 = 50

I

=
~—

(]

Il
o

: : Représentations graphiques
i) (17-}—3)2+('z/—6)2+ 242)2 =65  j) (2—5)2+(y—2)*+(2—T7)2 =49 p . g p q
:=2), (3;:0;-1)  b) (1:1:1), (3; —1;-1) dans 1 espace

1), :

elle-méme.

4., C(-1:2;3),r=8
5. (z+ 1_)_,_(y+ )2+ (2 — ‘))2=L s o o v : S Fod

2 = 1 Jusqu’ici les figures étaient destinées 4 illustrer un objet ou & éclairer un
8 24 (y+2)2+22 =41 raisonnement. L’objet des pages suivantes est la représentation graphique
f ¢

a) 10z — 11y + 2z = 34 b) 12z + 8y — 9z = 254

Les auteurs, conscients qu'ils sont loin d’étre exhaustifs, renvoient le lecteur
c)3z—Ty+22+100=0 d) 112z — 28y — 91z = 260

intéressé et désireux d’en savoir plus a la lecture d’ouvrages spécialisés, en

8. 8x—y—z=23280+y+2+96=0,dz+Ty—z =56, 4z —Ty—2z = 42, particulier dans le domaine de la géométrie descriptive.

dr —y+T72=06,dx—y—Tz=42
9. a)Tz—2y—z=108, Tz —2y—2+108 =0, (14 ~4=2), (-14:4;2) A.1 Représentation d’un point

b)12z +47/—*—32=2()9 12244y +32+120 =0, (15;5;3). (=9; ~3; ~3)

; 9 Bi/0. , . : ; :

Qr—y—z=15-y—2+9=0, ($;-6;— ) (—‘ 2;%) Pour représenter graphiquement un objet de 'espace, nous le dessinons
10. 8) 2z — 6y + 32 = 11, 22 — 6y + 32+ 87 =0, (1; ~1;1), (~3; 11;-5) diins 16 replre orthonormé direct (O; ;%) &).

b)18z +y — 62 = 343: 18z +y— 62+ 379 = 0. (18: 1:‘_3)‘ (—18: ;1; 9) Les plans Oxzy, Ozz et Oyz sont appelés respectivement sol, paroi et

mur,

11. 3z —4y+ 22 =10 2c -3y +4z2=10

z AZ

12, 22 + 6y — 32 = 63
13. a) 1 b) 85,32°

14. a) A(5;1;1) ¢) P(1;4;6) d) r =5v2
e) B(5;1;11), C(—3;7;11) et D(—3;7;1)

15. b))z +2y—2=22 ¢) centre D(6;7; —2) et rayon /14
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