2 Espaces vectoriels

2.1 Exemples et définitions

Exemple 1. On considére I'ensemble V» des vecteurs du plan.

Dans Va2, on définit une addition
comme illustrée dans le dessin ci-
contre. Cette addition vectorielle
Jjouit des propriétés suivantes.

1. 4+ (04+0)=(@+7)+7
2. 0 est’élément neutre : 0+4 = U

3. Pour tout @, il existe un unique
vecteur, noté —u, tel que

La multiplication d’un vecteur
de V> par un nombre réel \ est dé-
finie par une homothétie de rap-
port \. Cette multiplication jouit
des propriétés suivantes.

5. Api) = (An)@

6.

7. Nu+0) =+ AT
8

L’ensemble V> des vecteurs du plan, muni de ces deux opérations, est

appelé un espace vectoriel. D’autres ensembles, munis de deux opérations
Jouissant des mémes propriétés, seront aussi appelés espaces vectoriels.



2 Espaces vectoriels

Exemple 2. Considérons I’ensemble M3 3(R) des matrices réelles de
type 2 x 3. On peut additionner deux matrices et multiplier une matrice
par un nombre réel (voir page 10). L’ensemble M> 3(R), muni de ces deux
opérations, est un espace vectoriel, car cette structure vérifie les mémes
propriétés fondamentales que celles de I'exemple 1.

Exemple 3. Considérons ’ensemble R? des couples de nombres réels.
On définit une addition

(z1;22) + (y1;592) = (T1 + Y1 ;T2 + o)
et une multiplication par un nombre réel A
A (z1;22) = (A2 Az2)

L’ensemble R?, muni de ces deux opérations, est aussi un espace vectoriel.

Exemple 4. Considérons I’ensemble F(R) des fonctions réelles définies
sur R. On peut additionner deux fonctions f et g.

f+g: R —- R
z = f(z)+g(z)

On peut également multiplier une fonction f par un nombre réel \

A-f: R — R
z — A(z)
L’ensemble F(R) des fonctions réelles définies sur R, muni de ces deux
opérations, est un espace vectoriel.

Un espace vectoriel réel est un triplet (E; + ;-) formé d’un ensemble E,

d’une opération interne dans E, appelée addition et notée +, et d’une loi

de composition externe, appelée multiplication par un réel et notée - ,

satisfaisant aux huit propriétés suivantes, pour tout élément u, v, w de E

et tout nombre réel a et 5.

Addition

1. (u+v)+w=u+ (v+w) associativité

2. 1l existe un élément neutre dans F, noté o et tel élément neutre
queut+o=o0+u=1u

3. Pour chaque élément u de F, il existe un élément élément opposé
opposé, noté —u, tel que u+ (—u) = (—u)+u=o0

4. u+tv=v+u commutativité

L’ensemble E, muni de ’addition satisfaisant ces quatre propriétés est un
groupe commutatif ou abélien. On peut définir dans cet ensemble la
soustraction par u — v = u + (—v).
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Sous-espaces vectoriels

Multiplication par un réel

5. a-(B-u)=(af) -u

6. l-u=u

Deux propriétés lient ces deux opérations.

7. a-(utv)=a-uta-v

8. (a+pB) u=a-u+p-u

Les éléments de E sont des vecteurs. Les nombres réels sont aussi appelés.
scalaires. L’élément neutre de ’addition est le vecteur nul.

Pour alléger la notation, le produit a - u sera souvent noté au. De méme,

on parlera de I’espace vectoriel E au lieu de l'espace vectoriel (E; + ;-).

Exemple 5. On considére I’ensemble R™ formé de tous les n-uplets de
nombres réels (z1;z2; ... ;&n). On définit 'addition de deux n-uplets par
Paddition des éléments respectifs

(Z1;@25. .. 5Tn) + (W13925 .- 3Yn) = (@1 + Y1322+ Y25 .-« 5 Tn+Yn)

et la multiplication par un scalaire A\ comme la multiplication de chaque
élément par le nombre réel .

A (z1;22; ... 520) = (AZ1; AT2; ... 5 ATR)

On peut montrer que ’ensemble R™, muni de ces deux opérations, vérifie
les huit propriétés de la définition d’un espace vectoriel.

Le vecteur nul est alors o = (0;0; ... ;0).

Exemple 6. On considére I’ensemble Py des polynémes réels a une va-
riable z, de degré inférieur ou égal 4 2. On définit une addition

(az2a® + a1z +a0) + (boz® + b1z +bo) = (a2 +b2)z” + (a1 +b1)z + (ao+bo)
et une multiplication par un scalaire
Mazz? + a1z + ao) = Mgz + Aaiz + Aao

On peut montrer que I’ensemble P2, muni de ces deux opérations, vérifie
les huit propriétés de la définition d’un espace vectoriel.

2.2 Sous-espaces vectoriels

Un sous-ensemble non-vide F' d’un espace vectoriel (E'; + ;- ) est un sous-
espace vectoriel de E si (F'; + ;-) est lui-méme un espace vectoriel.

57



2 Espaces vectoriels

Propriétés
1. Un sous-ensemble non vide F' de E est un sous-espace vectoriel si, pour

tout u,v e Fet \ec R,u+veFet AueckF.

2. Tout sous-espace vectoriel F' de E contient I’élément neutre o de F, car
pour un vecteur u de F,ona0-u€ Fet 0-u=o.

Exemple 1. On considére un vecteur @ du plan Va.
L’ensemble {\i@ | A\ € R} est un sous-espace vectoriel de Va.

Exemple 2. L’ensemble {(t;2t) | t € R} est un sous-espace vectoriel
de R

Exemple 3. L’ensemble des vecteurs (x;y;z) de R® satisfaisant I’équa-
tion 2z — 3y + z = 0 est un sous-espace vectoriel de R®.

Exemple 4. Les ensembles E et {o} sont les sous-espaces vectoriels
triviaux d’un espace vectoriel E.

Exemple 5. L’ensemble C(R) des fonctions continues sur R est un sous-
espace vectoriel de I'espace F(R) des fonctions réelles.

Exemple 6. La solution générale d’un systéme linéaire homogéne a n in-
connues est un sous-espace vectoriel de R™.

En effet, sous forme matricielle, le systéme s’écrit A- X = 0. Si X et Y
sont deux solutions du systéme et A\ un nombre réel, on a

1. AA-X+Y)=A-X+A.Y=04+0=0

2. A- A X)=2A-X)=X0=0

2.3 Combinaison linéaire et espace engendré
On se donne des vecteurs ui,us,...,u, d'un espace vectoriel (E; + ;).
Un vecteur v de E est une combinaison linéaire des vecteurs w1, us, .. ., up
s’il peut s’écrire sous la forme
P
V= AU + Aous + ... —+—/\pup = ZAzuz
i=1

ol les scalaires A1, Az,...,\, sont les coefficients de la combinaison li-
néaire.
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Combinaison linéaire et espace engendré

Exemple 1. Dans 'espace vectoriel R?, on considére les deux vecteurs
ur = (2;1) et ug = (2;—1). Le vecteur v = u1 + 2u2 = (6;—1) est une
combinaison linéaire des vecteurs ui et us.

Exemple 2. Dans ’espace vectoriel P2, le polynéme 5z — 3z +2 est une
combinaison linéaire des polynomes u; = 2, ua = « et uz = 1.

Théoréme 1. L’ensemble de toutes les combinaisons linéaires des vecteurs
U1, U2, ..., Uy de E est un sous-espace vectoriel de E. Ce sous-espace, noté
L(u1,us,...,up), est 'espace engendré par ui, us, ..., up.

Exemple 3. L’espace vectoriel R? est engendré par les deux vecteurs
e1 = (1;0) et e2 = (0;1), mais aussi par les trois vecteurs u1 = (1;1),
uz = (—1;2) et ug = (2;1).

Exemple 4. L’ensemble des solutions de I’équation 2z — y = 0 est un
sous-espace vectoriel de R?, engendré par le vecteur u = (1;2).

Exemple 5. L’ensemble des solutions du systéme d’équations

z — 4y + 9z - Tt = 0
-z 4+ 2y — 4z 4+ t = 0
520 — 6y + 10z 4+ 7 = 0

est un sous-espace vectoriel deR* engendré par les vecteursu = (2;5;2;0)
et v=(—5;—3;0;1). On le note L((2;5;2;0),(=5;—3;0;1)).

Exemple 6. Dans R3, le sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs
(0;1;2) et (1;1;1) est I'ensemble des triplets (z;y;z) de nombres réels
qui satisfont I’équation x — 2y + z = 0.

En effet, un élément (z;y;z) de L((O; 1;2),(1;1; 1)) peut s’écrire sous
la forme (z;y;2) = AM(0;1;2) + u(l;1;1). Cette équation peut étre dé-
composée en trois équations.

T = U
y = Atup
z = 2\+pu

En éliminant le paramétre u, on trouve
y = Atz
z = 2\+z

L’élimination du paramétre A donne finalement
r—2y+z=0
Le sous-espace L((O 3152)5(Ls1; 1)) est appelé plan vectoriel.
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2 Espaces vectoriels

2.4 Indépendance linéaire

On se donne des vecteurs uj,us,...,u, d'un espace vectoriel (E; + ;-).
Ces vecteurs sont linéairement indépendants si et seulement si

AU+ XU+ ...+ AU =0 => AMi=Xd=...=),=0
Ce qui signifie que la seule combinaison linéaire qui donne le vecteur nul
est celle dont tous les coefficients sont nuls.

Les vecteurs u1,u2,. .., up sont linéairement dépendants s’il existe des
scalaires A1, Az, ..., Ap non tous nuls tels que Adjui + Aoz +...+ Apup, = o.

Exemple 1. Les vecteurs (1;0), (0;1) et (1;1) de R? sont linéairement
dépendants car

1-(1;0)+1-(0;1)—1-(1;1)=(0;0)

Théoréme 2. Des vecteurs ui, us, ..., u, d’'un espace vectoriel (E; + ;-)
sont linéairement dépendants si et seulement si au moins I'un d’eux peut
s’écrire comme combinaison linéaire des autres vecteurs.

Exemple 2. Les vecteurs (1;—2;0), (2;1;2) et (3;4;4) sont linéaire-
ment dépendants car (3;4;4) = (—1)-(1;-2;0)+2-(2;1;2).

Exemple 3. Les vecteursu; = (0;1;1),us = (1;2;1) etus = (—1;0;2)
sont linéairement indépendants. En effet, I’équation Aiui+Aaua+Asus = o
améne 4 résoudre le systéme

Ao+ A3 = 0
Mo+ 2 4+ A3 =0
-1 + 2X3 = 0

Comme le déterminant du systéme est différent de 0, la seule solution
est A1 = A2 = A3 = 0.

Exemple 4. Les vecteurs uy =22+ z,uo=c—1l,us=c+1etug =1
de I’espace vectoriel P2 sont linéairement dépendants car uz = uz — 2uy.

Exemple 5. Les vecteurs e1 = (1;0), e2 = (0;1) et u = (1;1) en-
gendrent I'espace vectoriel R%. En effet, tout vecteur (x;y) peut s’écrire
comme combinaison linéaire de e1, e2 et u. On a
(z;y) = ze1 + ye2 + Ou
Mais cette écriture n’est pas unique. On a également
(z;y)=(z—Der+(y—1ez2 + 1u
Les vecteurs ey, ea et u engendrent I’espace R?, mais sont linéairement
dépendants.
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2.5 Bases et dimension

On considére un espace vectoriel (E; + ;- ). Une base de F est un ensemble
ordonné B = (e1;ea; ... ;e,) de vecteurs de E, linéairement indépendants,
qui engendrent F.

Exemple 1. Tout vecteur u = (z;y) de R? peut s’écrire comme combi-
naison linéaire des vecteursei1 = (1;0) et e2 = (0;1). Les vecteurs e et ea
sont linéairement indépendants. L’ensemble ordonné B = (e1 ;e2) forme
par conséquent une base de R?. Cette base est appelée base canonique.
Les scalaires = et y sont les composantes du vecteur u dans la base B. On
représente le vecteur u par une matrice-colonne U dont les éléments sont
les composantes du vecteur u.

0-()

Théoréme 3. On considére un espace vectoriel (F,+,-) et une base B
de E. Tout vecteur de FE s’écrit de maniére unique comme combinaison
linéaire des vecteurs de la base B.

Démonstration. Comme les vecteurs de la base B = (e1;esz; ... ;e,) en-
gendrent ’espace E, tout vecteur u de E peut s’écrire comme combinaison
linéaire de ces vecteurs. Supposons qu’un vecteur u s’écrive de deux ma-
niéres différentes.

u=qie; +agses + ...+ ape, = Fre1 + Boes + ...+ Bren
On a alors
o=u—u=(a;—fr)e1+ (a2 — fBa)ea + ...+ (an — Bn)en

Comme eq, e, ..., e, sont linéairement indépendants, tous les coefficients
doivent étre nuls et donc «; = (;, pour tout i. L’écriture de u comme
combinaison linéaire des vecteurs de (e ;es; ... ;e,) est donc unique. O

Dans un espace vectoriel £ muni d’une base B, on peut écrire chaque
vecteur » de maniére unique comme u = wuje; + uses + ...+ une,. Les
réels uy, ug, . .., Uy sont les composantes du vecteur v dans la base 5. On
peut représenter le vecteur v par la matrice-colonne

U1
U2
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Si U et V sont les matrices-colonne des vecteurs u et v respectivement, par
rapport & la méme base B, alors la matrice-colonne U + V' représente le
vecteur u + v et la matrice-colonne AU représente le vecteur Au.

Exemple 2. Les vecteurs e; = (1;0;0), e2 = (0;1;0) et e3 = (0;0;1)
forment la base canonique de I’espace vectoriel R®. Relativement & cette
4

base, le vecteur (4;5;—2) est représenté par la matrice-colonne 5
—2
D’une maniére générale, les vecteurs
e1=1(1;0;...;0),e2=(0;1;0;...;0),...,e,=(0;...;0;1)
forment la base canonique de R™.
Exemple 3. Le vecteur u = (2;3) de R? sera représenté dans la base
canonique par la matrice-colonne U = (g) Les vecteurs e1 = (—1;2)

et es = (1;—1) forment aussi une base de I'espace vectoriel R?. Dans cette
base, le vecteur u = (2; 3) s’écrit (2;3) = 5e1 + Tez et sera représenté par

la matrice-colonne (?) .

Exemple 4. L’ensemble ordonné (1;z;x?) est une base de P». Relati-
vement & cette base, le polynéme 3z — Tz + 2 peut donc étre représenté

2
par la matrice-colonne | —7
3
Exemple 5. On considére les vecteurs vi = (1;2;0), v2 = (1;0;1),

vz = (2;6;—1), va = (1;0;0) et vs = (—1;—2;—1). Ces vecteurs en-
gendrent l’espace vectoriel R® mais ne sont pas linéairement indépendants.
On a, par exemple, v4 = —2v1 + 2vs +v3 +vs. L’ensemble réduit formé des
vecteurs {v1, ve, vs,vs} engendre par conséquent R3. Mais ces vecteurs ne
sont pas linéairement indépendants. On a par exemple vs = 3v1 — v2. Les
vecteurs vi, vz et vs engendrent R3 et sont eux linéairement indépendants :
Péquation A\jv1 + A2v2 + Asvs = 0 améne a résoudre le systéme

A1+ A — s = 0
2A1 — 2 = 0
A — X = 0

qui ne posséde que la solution triviale A\ = A2 = A5 = 0.

L’ensemble ordonné de vecteurs Bi = (v1 ;v2 ; vs) est donc une base de R®.
Une autre base de R® peut étre construite a I’aide des vecteurs v1, va et vs.
Il suffit de modifier I'ordre en prenant par exemple By = (va;v1;vs).
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1

Le vecteur u représenté par la matrice-colonne Uy = | —5 dans la
4
-5

base By sera représenté par la matrice-colonne Us = 1 dans la
4

base Bs.

Théoréme 4. On considére un espace vectoriel E différent de {o} et un
ensemble fini F de vecteurs qui engendrent E. On peut extraire de F une
base de E.

Démonstration. On note F = {v1,vs,...,vp} un ensemble de vecteurs
qui engendrent l'espace vectoriel E. On peut considérer deux cas. Tout
d’abord, si les vecteurs de F sont linéairement indépendants, alors cet en-
semble, une fois ordonné, forme une base de F. Sinon, on peut écrire I'un
de ces vecteurs comme combinaison linéaire des autres. Pour simplifier,
choisissons v,. L’ensemble F’ = {v1,vs,...,vp_1} engendre aussi E. Si ces
vecteurs sont linéairement indépendants, alors cet ensemble ordonné forme
une base de E, sinon, I'un d’eux peut s’écrire comme combinaison linéaire

des autres. En poursuivant ce processus, on finit par obtenir une base de E.
a

Exemple 6. Dans ’exemple précédent, les vecteurs vi, vz, vs, v4 €t vs
engendraient I’espace vectoriel R3. Considérons maintenant les vecteurs
ur = (5;3;0) et uz = (4;1;0). Ces vecteurs sont linéairement indépen-
dants mais n’engendrent pas R3. Le vecteur (4;1;2) ne peut étre écrit
a laide des vecteurs ui et us. On peut compléter Pensemble {uy ;u2} a
I'aide de vecteurs choisis dans {v1;v2;vs;v4;vs} pour former une base
de R3. On choisit le premier vecteur vi, mais on constate que les vecteurs
u1, u2 et vy sont linéairement dépendants. En effet, vi = u1 — u2. On
essaie alors avec v2 et on constate que les vecteurs ui, uz et v2 sont li-
néairement indépendants. On ajoute ensuite & {u1 ; u2 ;v2} le vecteur vs.
Mais v3 = 3u; — 3us — ve. Ces quatre vecteurs ne sont donc pas linéai-
rement indépendants. En poursuivant ainsi, on arrive & montrer que les
vecteurs vi1, v2, Vs, Va et vs peuvent étre écrits 4 I'aide des vecteurs ui,
uz et ve. Ceux-ci engendrent par conséquent aussi R3. Comme ils sont
linéairement indépendants, I’ensemble ordonné (u1 ;us;v2) est une base
de P’espace vectoriel R®.

Théoréme 5. On considére {u1,us,...,ur} un ensemble de vecteurs li-
néairement indépendants et {vi,vs,...,vp} un ensemble de vecteurs qui
engendrent un espace vectoriel E. Si (u1,us,...,ux) n'est pas une base
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de E, on peut extraire de {v1,vs,...,vp} des vecteurs vy, ,vs,, ..., Vs, tels
que (U1;Uz; ... ;Uk;Vs; jVsy; --- Vs, ) €St une base de FE.

Théoréme 6. On considére un espace vectoriel F et une base B de F
comportant n vecteurs. Si 'on choisit un nombre m de vecteurs de E,
avec m > n, alors ces vecteurs sont linéairement dépendants.

Corollaire 1. Toutes les bases d’un espace vectoriel E ont le méme nombre
de vecteurs. Ce nombre est la dimension de ’espace vectoriel E et sera
noté dim(FE).

Corollaire 2. Si dim(E) = n, tout ensemble ordonné de n vecteurs linéai-
rement indépendants de E' est une base de E.

Corollaire 3. Si dim(E) = n, tout ensemble ordonné de n vecteurs qui
engendrent E est une base de F.

Exemple 7. L’espace vectoriel V> des vecteurs du plan est de dimension 2
et I'espace vectoriel V3 des vecteurs de 'espace est de dimension 3.

Exemple 8. L’espace vectoriel R" est de dimension n.

Exemple 9. dim(P2) =3

Remarques
1. Par convention, ’espace vectoriel {0} est de dimension 0.

2. L’espace vectoriel P de tous les polynémes définis sur R, ne peut pas
étre engendré par un nombre fini de vecteurs. Il est de dimension infinie.

Une base possible est B= (1;z;2%;23;...).

Dimension d’un sous-espace vectoriel

On considére un espace vectoriel E de dimension n et un sous-espace vec-
toriel F' de E. On a alors
1. dim(F) < dim(E)
2. dim(F)=dim(E) & F=F
Exemple 10. Les vecteursu; = (—2;1;0) et uz = (1;0;1) sont linéaire-
ment indépendants et engendrent un sous-espace vectoriel de dimension 2
de R3. Ce sous-espace est le plan défini par I’équation = + 2y —2z=0.

Un sous-espace vectoriel de dimension 1 est une droite vectorielle.

Un sous-espace vectoriel de dimension 2 est un plan vectoriel.
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Exercices

2.6 Exercices

1.

Montrer que I’ensemble des matrices Ms 2(R), muni de I’addition ma-
tricielle et de la multiplication par un scalaire (voir page 10) est un
espace vectoriel.

Dans I’ensemble Z, on considére ’addition comme loi de composition
interne et on définit la multiplication par un scalaire ainsi : Au = o,
pour tout A € R et u € Z. L’ensemble Z, muni de ces deux lois, est-il
un espace vectoriel 7

Dans ’ensemble R?, on considére les deux lois de composition sui-
vantes.

(z;9)+ @' 5y) = (@+2'59+Y)
A (z3y) (Az;y)

Il

Montrer que R?, muni de ces deux lois, n’est pas un espace vectoriel.

On considére dans ’espace V5 des vecteurs du plan, le sous-ensemble V.,
des vecteurs ayant leurs deux composantes positives. Montrer que ce
sous-ensemble n’est pas un sous-espace vectoriel.

On considére des vecteurs u, v et w d’un espace vectoriel (E; + ;-).

Montrer que

a) Siu+v=u+w, alorsv=w.

b) 0-u=o

c) (-1)-u=—-u

On considére des vecteurs u et v d’un espace vectoriel (E; + ;-) et des

nombres réels A et u. Montrer que

a) Sid-u=p-uetuzo,alors A= pu.

b) A-(u—v)=A-u—A-v

c) (=A)-(-u)=X-u

a) Montrer que I’ensemble Ps des fonctions polynomes & coefficients
réels, de degré inférieur ou égal & 3, muni des opérations habituelles

d’addition de polynomes et de multiplication d’un polyndéme par un
scalaire, est un espace vectoriel.

b) Meéme question pour ’ensemble P, des polynoémes de degré inférieur
ouégalan,n € N.
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10.

11.

12.

13.

66

On considére les sous-ensembles suivants de R? et les opérations habi-
tuelles d’addition et de multiplication par un scalaire. Indiquer lesquels
sont des sous-espaces vectoriels de R?.

a) A ={(z;y)|2x+y=0}

b) A2 = {(z;y)| 22 +y =1}

c) Ag—{(z, y) |22 +942 <1}

d) A4—{(a b;a+b)]|a, bG]R}

On considére les sous-ensembles suivants de R? et les opérations habi-

tuelles d’addition et de multiplication par un scalaire. Indiquer lesquels
sont des espaces vectoriels.

a) Bi={(z;y;2) |2z +y—42=0}

b) Bg—{(x;y;z)|2x+y—4z=l}
¢) By={(z;2z+2;z) |z R}

) B4—{($;2:c;3x)|a:€]R}

(

(

o

e) Bs={(a—b+c;a+b—c2a+3b)|a,bceR}

f) Bo={(z;y;2)|e+y=y+2z=2z2+z}

On considére I’ensemble 7" des fonctions définies par f(z) = a cos(z)-+b,
avec a,b € R. Montrer que 7 muni des opérations habituelles d’addi-

tion de fonctions et de multiplication d’une fonction par un scalaire est
un espace vectoriel.

On note F(R) I’espace vectoriel des fonctions réelles définies sur R.
a) Montrer que 'ensemble des fonctions réelles paires est un sous-
espace vectoriel de F(R).

b) Montrer que ’ensemble des fonctions réelles impaires est un sous-
espace vectoriel de F(R).

Montrer que I'ensemble D(R) des fonctions réelles dérivables sur R
forme un espace vectoriel.

Une entreprise produit deux articles. Pour article A, elle compte 7.—
de matiéres premiéres, 3.— de coiit de production et 1.— de frais géné-
raux. Pour la fabrication de I’article B, ces frais sont de 4.—, 2.— et 1.—
respectivement. On pose a = (7;3;1) et b= (4;2;1).

a) Quelle interprétation économique peut-on donner au vecteur 5a ?

b) Utiliser une combinaison linéaire de a et b pour décrire les cofits de
fabrication de 23 articles A et 72 articles B.



14.

15.
16.

17.

18.

19.

Exercices

c) Sachant que les coiits des matiéres premiéres d’une certaine pro-
duction s’élévent & 1400.— et les frais généraux a 260.— peut-on
retrouver le nombre d’articles fabriqués de chaque type?

En physique, le centre de masse G d’un systéme formé de k points P;
est défini par la combinaison linéaire

—_ 1 k k ms

06= 13 mn=y n

=1 i=1
oll m; est une masse ponctuelle, m = ) m; la masse totale du systéme
—

et 7; = OP; le rayon-vecteur du point F;.
Calculer le centre de masse des quatre points donnés dans le tableau
suivant.

point masse en g
P (5; 1 3) 2
Py(4;0;-2) 5
P3(-3; —3 ;4) 2
P4(7,2,2) 1

Pourquoi R? n’est-il pas un sous-espace vectoriel de R3 ?

a) Les vecteurs z = (22;—35;—27) et y = (10;5; 3) appartiennent-ils
au sous-espace vectoriel de R engendré par les vecteurs (1;0;1)
t (—3;5;4)7
b) Les vecteurs z = (1;0;0;0) et y = (6;34;—26;17) appartiennent-
ils au sous-espace de R* engendré par les vecteurs (5;8;—5;3),
(—5;8;-9;—2) et (—9;-6;3;7)7

a) Montrer que les fonctions f: z — e* et g:  — e™~* sont linéaire-

ment indépendantes.

b) Exprimer les fonctions z — cosh(z) et « — sinh(z) comme combi-
naisons linéaires de f et de g.

c¢) Les fonctions f, g et h: & — cosh(z + 1) sont-elles linéairement
indépendantes 7

Montrer que les vecteurs u; = (1;2) et ug = (—1;2) sont linéairement
indépendants. Ecrire ensuite les vecteurs de la base canonique de R2
dans la base (ug ;us).

Montrer que les trois vecteurs u; = (1;-2;1), us = (-1;0;1)
et ug = (2;1;0) sont linéairement indépendants. Ecrire ensuite les
vecteurs de la base canonique de R® dans la base (u ;uz ;u3).
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22,

23.

24.

25.

26.

27.

28.

68

On donne trois vecteurs de R? : u = (=1;1), v = (2;1) et = (4;5).

Montrer que l’ensemble ordonné de vecteurs (u;v) forme une base

de R? et exprimer z dans cette base.

Une pyramide de sommet S a pour base un carré ABCD. Trouver les
— _— — — i

composantes du vecteur SD dans la base (SA;SB;SC) et écrire la

matrice-colonne correspondante.

Les vecteurs indiqués forment-ils une base de l’espace mentionné?
a) (1;0), (1;2) R?
b) (0:1), (052), (1;2) R?
c) (-1;3),(2;-6) R?
d) (1;2;1), (=3;152), (=5;4;5) R?
e) (1;03), (1;051), (0;1;0) R?
f) (1;0;0), (0;1;0) R?
g) (1;0;0), (0;1;0) R?
Montrer que I’ensemble ordonné de polynémes (z? + z;z + 1;1) est

une base de P. Représenter ensuite les polyndémes suivants par des

matrices-colonne relativement a cette base.
a)p(z)=1 b)gz)=z c)r(z)=22 d)s(z)=3z>—-Tz+2

L’ensemble ordonné de polynémes (1 + z%;4 + z + 522 ;3 + 2x) est-il
une base de P57

Trouver une base de I’ensemble des couples de R? satisfaisant I’équation
linéaire z +y = 0.
Montrer que I’ensemble des matrices carrées de la forme ( 8 2 ),

avec a,b,c € R, est un sous-espace vectoriel de My 2(R). Donner la
dimension et une base de ce sous-espace vectoriel.

Déterminer la dimension et une base de ’ensemble des solutions du
systéme

z + y + =z =0

3z + 2y = 0

T - 2z =0

Donner une base du sous-espace vectoriel de R? engendré par
a) (1;-2;1),(1;3;2) et (0;5;1)

b) (1;4;2) et (2;3;1)

c) (1;-3;2), (2;5;4) et (5;153)



29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

Exercices

d) (1;-2;2) et (—2;4;-4)
e) (1,4,2) (=2;-7;3) et (1;5;9)
f) (1;-2;4), (2;3;-6), (1;3;-6) et (5;9;—18)

Donner une base et la dimension des sous-espaces vectoriels suivants.
a) Az{ z;y) |y =2z} CR?
B= {(a: y;z)|y=2xet z=-3z} CR3
¢) C={(z;y;2)| 22+y+2z=0} CR?
={(z;y;2) |y =5z -3z} CR3

Trouver une base et la dimension des sous-espaces engendrés par les
vecteurs des ensembles donnés.

a) A={(-2;1),4;-2)} CR?
b) B {(— ; )(2;1)}CR2

¢) C=1{(-1;3),(2;1),(3;2)} CR?
d D —{(2,—1,3)}C]R3
e) E={(-1;2;2),(2;-1;1),(-1;5;7)} CcR?

)
f) F={(2;1;-4),(1;3;-2),(2;1;5)} CR3

Donner une base du sous-espace vectoriel de R* engendré par les vec-
teurs (0;1;0;1), (2;1;2;1), (1;0;1;0) et (3;-3;3;-3).

Donner une base de l’espace vectoriel des fonctions réelles engendré
par sin(t), sin(2t) et sin(t) cos(t).

Donner une base et la dimension du sous-espace vectoriel engendré par
les vecteurs donnés de My o(R).

1 -2 2 =5
@ (5 ) (5 7)
1 0 2 0 2 0 -3 0
9 (o2) (6 5)(5 )= 2)
Déterminer la dimension de F = L(uj,uz,u3) avec u; = (1;2;0),

us = (1;-1;2) et ug =(1;-7;6).
Trouver ensuite une base de ce sous-espace vectoriel.

On donne les vecteurs u; = (1;0;—1), us = (2;1;3), ug = (1;1;4)
et v=(3;1;2).

a) Montrer que v appartient & L(u1, uz, us).
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36.

37.

38.

39.

b) Quelle est la dimension de L(uj,us,uz)?
¢) Donner une base de L(uy, us2,us).

On considére deux sous-espaces vectoriels F' et G d’un espace vectoriel
(E; + ;). Montrer que F'N G est aussi un sous-espace vectoriel de E.

Donner la dimension des sous-espaces vectoriels des matrices carrées
d’ordre 3 qui sont

a) diagonales,

b) triangulaires inférieures,

c) symétriques.

Dans R3, on donne les deux sous-espaces vectoriels définis par
F={(z;y;2) |z+2y+2=0} et G={(z;y;2) |y +22=0}.

a) Trouver une base de chacun de ces sous-espaces.

b) Déterminer F'N G et trouver une base de ce sous-espace vectoriel.

On peut démontrer que I’ensemble solution d’une équation différentielle
linéaire homogéne d’ordre n est un espace vectoriel de dimension n.

Montrer que les fonctions sin(wt) et cos(wt) sont deux solutions li-
néairement indépendantes de I’équation du mouvement d’oscillation
harmonique

yl/+w2y:0

En déduire la solution générale de cette équation différentielle.

Réponses aux exercices du chapitre 2

13.

70

Non, 1 - u # u par exemple

La propriété 8 n’est pas satisfaite car, par exemple
(2+3)-(1;1) #£2-(1;1) +3- (1;1)

SiueVyetA<0,alors A-u & Vy
Ah A4
Bla B47 B5 et B6

a) Le vecteur 5a = (35;15;5) représente les divers frais de production
pour 5 articles A.
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Réponses

b) 23a + 72b = (449;213;95)
c) 120 articles A et 140 articles B

G(3.1;-0.2;0.6)

) x appartient, y n’appartient pas
b) z n’appartient pas, y appartient
)

b) cosh(z) = 26 + 5 le~2 et sinh(z) = %em = %e—w

¢) non

e =

/|\

SIS

N

D

N

I
Ny
EN TSN
N—

(9]
—
|
|
Q
(&)
I
Wl Wl Wl
s
w
|
W= oot o=

I
RS
[SCI )
——" wI~ o~ o=

Sl

—_— = = !
=SA-SB+ S etﬂ/[:(—l)
1

a) oui, b) non, ¢) non, d) non, e) oui, f) non, g) non

{5) (3) o) «(4)

oui

Le sous-espace vectoriel est engendré par le vecteur v = (1; —1).

' _ o 10 0 1 0 0
Dimension = 3, base possible : B = ((O O) ( ) (0 1>>

Ce sous-espace de dimension 1 est L((2;—-3;1)).

a) ((1;-2;1);(1;3;2)) 1;4;2);(2;3;1))

( b) ((
c) ((1;-3;2);(2;5;4);(5:1;3)) El —2;2))
e) ((1;4;2);(~2;-7:3)) f) ((1;-2;4);(2;3;-6))
a) dim(4)=1,B=((1;2)) b) dim(B) =1, B=((1;2;-3))
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30.

31.

32.

33.

¢) dim(C)=2,B=1((1;0;2);{152;0))

d) dim(D)=2,B=((0;-3;1);(1;5;0))

a) B=((-2;1)), dim(4) =1

b) B=((-1;3);(2;1)), dim(B) =

¢) B=((-1;3);(2;1)), dim(C) = 2

d) B=((2;-1;3)), dim(D) =1

e) B=((-1;2;2);(2;—-1;1)), dim(E) =2

f) B=((2;1;-4);(1;3;-2);(2;1;5)), dim(F) = 3
((O 1;0;1) 1,0;1;0)) par exemple

(sin(t); sin(2t)) par exemple

34. di

35.
37.
38.

39.

72

a) B= (( ; _i ) ( § _? )).Espace engendré de dimension 2.
b) B= <( (1) g ) ; ( g _g >) Espace engendré de dimension 2.
dim(F) = 2 Br = (u1;us)

a) v=1uj + us b) 2 ¢) B = (u1;us)

a)3 b)6 ¢)6

a) Br = ((—2;1;0);(~1;0;1)) B = ((1;050);(0;-2;1))
b) FNG = {(3t;—2t;t),t e R}, B=((3;-2;1))

y = Asin(wt) + pcos(wt) ou A\, u€eR



