1 Calcul matriciel

1.1 Ecriture matricielle d’un systéme linéaire

Exemple 1. On se propose de résoudre le systéme suivant selon la mé-
thode dite de Gauss-Jordan.

o + 10y + 7z 8
2r + y — 2z = -1
z + 2y + =z 1

On échange d’abord les équations n° 1 et n° 3, ce que I'on note L1 < Ls.

[ r + 2y + z = 1 | -2 | -4
2z + y — z = -1 1
4z + 10y + 7z = 8 1

En utilisant la premiére équation comme « équation de référence », on éli-
mine l'inconnue x dans les deux autres équations par méthode d’addition
(on additionne a chaque équation un multiple de I’équation de référence).
On écrit aussi Lo — 2L1 — L2 et Ls —4L1 — L3 et on obtient le systéme
suivant, équivalent au systéme donné.

z + 2y + =z = 1
2y + 3z = 4

On multiplie la deuxiéme équation par —%, ce que 'on note —-%L2 — Lo.

z + 2y + =z =1
[y + =z = 1] |2
2y + 3z = 4 1

Avec la deuxiéme équation, on élimine I'inconnue y dans I’équation n°® 3.

z 4+ 2y + z = 1
y + z =1
z = 2
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Le systéme échelonné ainsi obtenu est équivalent au systéme donné. Pour
le résoudre, il suffit de procéder par substitutions successives en commen-
¢ant par la derniére équation. On peut néanmoins poursuivre la résolution
en éliminant y dans la premiére équation, puis z dans les deux premiéres.
On obtient successivement les systémes suivants.

z + 2y 4+ z = 1 L1 —2Ls — Iy
[y + = = 1]
z = 2
T -z = -1 Li+Ls— Iy
y 4+ z = 1 Ly — L3z — Lo
Zz = 2
T = 1
Yy = =1
z = 2

Sous cette forme réduite, la solution est immédiate : S = {(1;—1;2)}.

Résolution d’un systéme linéaire

Deux systémes d’équations sont équivalents s’ils ont les mémes solutions.

A partir d’un systéme d’équations donné, on obtient un systéme équivalent

lorsqu’on le transforme & l'aide de 'une des opérations élémentaires

suivantes.

1. On permute deux équations, ce que I’on note L; < Lj;.

2. On multiplie une équation par un nombre réel non nul, ce que l’on
note A\L; — L;.

3. On additionne & une équation un multiple d’une autre équation, ce que
I'on note L; + AL; — L;.

La méthode usuelle pour résoudre un systéme linéaire consiste & le transfor-

mer en un systéme équivalent échelonné (méthode de Gauss') ou réduit

(méthode de Gauss-Jordan?). Dans ce dernier cas, la solution est immé-

diate.

Un systéme linéaire est régulier s’il admet une solution unique ; habituel-

lement un tel systéme contient autant d’équations que d’inconnues. Un

systéme formé de plus d’équations que d’inconnues est généralement im-

possible (aucune solution), alors qu'un nombre insuffisant d’équations ca-

ractérise souvent un systéme indéterminé (une infinité de solutions). La

solution générale d’un systéme est ensemble de toutes ses solutions.

1 Carl Friedrich Gauss, mathématicien et physicien allemand, 1777-1855
2Wilhelm Jordan, mathématicien allemand, 1842—1899
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Exemple 2. On considére un systéme formé de deux équations & trois
inconnues.

z + y + 22 = 5
2c + y + 6z = 11

Un tel systéme linéaire peut apparaitre, par exemple, dans un probléme
de géométrie analytique de I’espace ot I'on cherche a établir une équation
paramétrique de la droite d’intersection de deux plans sécants.

En appliquant 'algorithme de Gauss-Jordan, le systéme initial se trans-
forme en

z + y + 2z = 5
2t + y + 6z = 11 Lo —20L1 — Lo
z + y + 2z = 5
-y + 2z = 1 (=1)Lz — Lo
z + gy + Dz = 5 L1 —Lo— Ly
y — 2z = -1
T + 4z = 6
y — 2z = -1

Ce systéme étant réduit, on pose z = A (un paramétre choisi librement)
et on obtient immédiatement une valeur pour = et y en fonction de ce
paramétre. Le systéme initial est donc indéterminé et la solution générale
peut s’écrire sous la forme

S={(6-4X;—1+2X\;)) | A eR}

En géométrie, on I’écrit comme équation paramétrique d’une droite.

T 6 —4
y|l=1-1 1]+ 2 |, AeR
z 0 1

Exemple 3. On considére un systéme déja échelonné de trois équations
a cinq inconnues.

1 — 2z + =z3 + z5 =1
T3 — T4 — s = T
Tq a— 2.’65 = 2

On choisit z2 = \ et x5 = p (deux paramétres). La solution générale du
systéme peut s’écrire sous la forme

S={(—8-!—2/\—4/,L;/\;9+3,u.;2—|—2u;u)|)\,,u€R}
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Ecriture matricielle

Afin de résoudre un systéme linéaire qui contient un nombre élevé d’équa-
tions et d’inconnues, on introduit des tableaux rectangulaires de nombres.
Pour le systéme de I'exemple 2

T 4+ T2 4+ 2z3 = 5
27 + z2 + 623 = 11

les informations nécessaires 4 sa résolution sont entiérement contenues dans
les deux tableaux

11 2 5
A‘(z 1 6> ot B‘<11>

Le tableau A est la matrice des coefficients et B la matrice des termes
constants du systéme. Pour retrouver le systéme initial a partir de ces deux
matrices, on convient d’écrire

T3 I
11 2 5
(2 " 6). T _(11> ou A-X =D avecX = |
T3 z3

ou la multiplication «matrice par vecteur» est effectuée comme produit
scalaire de chaque ligne de A par la matrice-colonne X.

(-_1 1 2 ) 2 =(|1-ml+1-z2+2-$3 |)

2 1 6 2-274+1-204+6-23

T3

Exemple 4. On considére le systéme linéaire A - X = B suivant.

T1
1 0 0 1 2 T2 5
0 1 0 —4 6 z3 | = | =3
0 0 1 6 -3 T4 1
Ts

La transcription en une écriture traditionnelle montre qu’il s’agit d’un
systéme de 3 équations & 5 inconnues et que sa résolution est immédiate
lorsque I’on pose x4 = X\ et x5 = p, deux parameétres choisis librement.

T1 + x4 + 2z5 = 5
T2 — dxy + 65 = -3
r3 + 6xg — 3zz = 1

S={(5-A—2p;-3+4X—6p;1—6A+3u; ;p) |\ ueR}
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Les deux matrices qui caractérisent un systéme sont parfois regroupées en
un seul tableau, appelé matrice augmentée du systéme. Pour ’exemple
précédent, on écrit

1 0 0 1 2| 5
AB)=[0 1 0 -4 6|-3
0 0 1 6 -3| 1

Exemple 5. Pour mettre en évidence la fagon de travailler avec une
matrice augmentée, on résout le systéme linéaire suivant en utilisant en
paralléle les deux écritures.

T+ 22— xT3=1 1 1 -1 1
—2x1 — 22+ 323 =0 -2 -1 3 0 Lo +2L1 — Lo
1 —55!73=2 1 0 -5 2 Ls—L1—>L3
T1+ T2 — T3=1 1 1 -1 1 Li—La— Iy
To + x3 =2 0 1 1 2
—zo —4dz3 =1 0 -1 -4 1 L3+ Lo — L3
1 = 2:173 =-1 1 0 -2 —1
T2+ T3 = 2 0 1 ik 2
—3z3= 3 0o 0 -3| 3 S . %
| — 2x3 = —1 1 0 -2 | -1 Ly +2L3 — L
To+ 3= 2 0 1 1 2 Lo — L3z — Lo
3 = —1 0 0 11-1
By =-3 1 0 0] -3
T2 = 0 1 3
x3 = —1 0 0 1] -1

Le systéme est régulier et admet une solution unique, d’ou S = {(—3 ;3;—1) }

Exemple 6. Un systéme donné sous la forme

1 — 2z + T3 — Ty + rs = —5
2¢7 — bxe + 4dxz3 + Ty — Ts = —3
1 — o — T3 — 4dzy4 + 4dxs = 10

sera d’abord écrit comme A - X = B avec

1 -2 1 -1 1 -5
A= 2 =5 4 1 -1 et B= -3
1 -1 -1 -4 4 10
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On cherche ensuite a simplifier le systéme donné en appliquant les trans-
formations de la méthode de Gauss-Jordan directement & la matrice aug-
mentée (A|B).

1 -2 1 -1 1|-5

2 =5 4 1 —-1]-=3 Lo —2L1 — Lo
1 -1 -1 -4 41 10 L3 — Ly — L3
1 -2 1 -1 1| -5

0 -1 2 3 =3 7 —Lo — Lo

0 1 -2 =3 31 15

1 -2 1 -1 1| -5 L1 +2Ly — 1y
0 1 -2 -3 3| =7

0 1 -2 -3 3| 15 L3 — Lo — L3
1 0 -3 -7 71 —19

0 1 -2 -3 3 -7

0 0 0 0 0 22

Cette derniére matrice augmentée montre que le systéme initial est im-
possible (S = @); en effet, il est équivalent a

T — 3z3 — Tzy + Txzs = -—19
o — 2x3 — 3z4 + 35 = -7
0.’L‘5 = 22

Exemple 7. Le systéme linéaire homogéne

1 + 2z — 2zx3 = 0
21 + 3xz2 + zz = 0
-1 + 292 — bzxz = 0
—4z; + 2 — z3 = 0

du type A- X = O est un systéme de 4 équations a 3 inconnues qui admet
au moins la solution triviale 1 = zo = x3 = 0.

Un systéme homogeéne est un systéme linéaire dont les termes constants
sont nuls. Un systéme homogéne admet au moins la solution nulle z; =0,
22 =0,...,z, = 0. Sile systéme est régulier alors cette solution est unique,
sinon le systéme est indéterminé.



Notion de matrice

1.2 Notion de matrice

En mathématiques, on désigne par matrice® un tableau rectangulaire de
nombres. Les matrices sont utiles pour structurer des informations numé-
riques. C’est ainsi qu’'un systéme linéaire peut étre donné par la matrice de
ses coefficients et la matrice-colonne de ses termes constants.

Exemple 1. Historiquement les premiéres matrices sont apparues sous
la forme de carrés magiques qui sont des

tableaux carrés de nombres entiers (tous 16 | 3 2 | 13
les nombres de 1 & n?) tels que la somme
des éléments de chaque ligne, de chaque 5 |10 | 11 | 8

colonne et de chacune des deux diagonales
est une méme constante.

Dans cet exemple, la «constante ma-
gique » vaut 34.

Les carrés latins et gréco-latins constituent d’autres formes de carrés de
nombres entiers et sont les prédécesseurs de nombreux jeux tels que le
sudoku ou le kakuro.

9 6 7| 12

4 115614 1

Exemple 2. Pour modéliser un graphe comme celui représenté ci-dessous,
on utilise une matrice d’adjacence qui contient les nombres 1 ou 0 se-
lon que deux sommets sont reliés par une aréte ou non. Cette matrice
présente une symétrie par rapport 4 une diagonale.

B c |A B C D E
A0 1 0 0 0

B|1 0 1 0 0

B clo 1 0 1 1

D|{0 0 1 0 0

A D E|0 0 1 0 0

Exemple 3. Pour sauvegarder une image dans un ordinateur, on utilise
une matrice de nombres réels qui indiquent pour chaque pixel (point-
image) le niveau de gris correspondant (1 pour blanc, 0 pour noir).

0.76 0.00 0.51 0.88 0.88
0.38 0.09 0.27 042 0.33
0.82 029 044 091 0385

La taille de ces matrices peut devenir énorme. Pour des photos numériques
en couleur, on utilise trois matrices qui donnent les intensités de trois
couleurs primaires : le rouge, le vert et le bleu (RVB).

3Le terme de matrice fut proposé en 1850 par James Joseph Sylvester, mathématicien
anglais, 1814-1897.
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Exemple 4. On suppose que I’économie d’un pays est divisée en trois
secteurs : I’agriculture (A), I'industrie (I) et les services (S). Pour repré-
senter les biens consommeés et produits par ces trois secteurs, on utilise un
«modéle d’entrée-sortie» dit 4 W. Leontief. Pour chaque secteur, on in-
dique dans une colonne la part des biens produits pour chacun des autres

secteurs.
| A I 8
A |03 02 02
I |01 05 0.2
S106 03 0.6

La premiére colonne, par exemple, indique que I’industrie et les services
utilisent respectivement les 10% et les 60% des biens produits par I’agri-
culture (les 30% restant sont considérés comme la part utilisée par I’agri-
culture pour exercer sa propre activité). La deuxiéme ligne, par exemple,
indique les parts des biens consommés par Iindustrie. La somme des
nombres de chaque colonne doit donner 1 puisque tous les biens produits
par le secteur sont redistribués.

Définitions

On note n et m deux entiers naturels non nuls. Une matrice réelle de
type n X m est un tableau rectangulaire qui contient n lignes et m co-
lonnes de nombres réels, appelés éléments de la matrice. L’élément d’une
matrice A qui se situe a l'intersection de la i-iéme ligne et de la j-iéme
colonne est noté a;;. Pour la matrice elle-méme, on écrit alors A = (a;;).

ailz a2 Qi3 e A1m

az1 a2 Qa23 e a2m
A=

Gnl Qap2 Qanp3 cee Anm

L’ensemble de toutes les matrices réelles d’'un méme type m X m est
noté My n(R).

1 4 -5 6

Exemple 5. A= 3 0 -1 7 est une matrice de type 3 X 4.
-1 -2 -5 9
On a, par exemple, a14 = 6 et agz = —2.

4Wassily Leontief, économiste américain d’origine russe, 1905-1999
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Deux matrices sont égales si elles sont de méme type et que tous leurs
éléments correspondants sont égaux.

1 4
Exemple 6. Les matrices s et | 2 5| nesont pas égales.
4 5 6 3 6

Matrices particuliéres
On note A une matrice de type n x m.

1. Sin=1, A est une matrice-ligne.
Parexemple,A:( 1 2 3 4 5 )

2. Sim =1, A est une matrice-colonne.

1

2
Par exemple, A = 3

4

3. Si tous les éléments de A sont nuls, A est la matrice nulle; elle est
notée O.
; 0 0O

Par exemple,sin=2et m=3,0 = < 00 0 )

4. Sin = m, A est une matrice carrée d’ordre n. Les éléments a1,
@22, a33,. .., Gy constituent la diagonale de la matrice A.
1.4 6.2 =25 0
—-043 4.0 33 —4.1
16.2 -89 056 21
—7.8 8.2 8.9 12

Par exemple, A =

Matrices carrées particuliéres
On note A = (a;;) une matrice carrée d’ordre n.

1. Sia;; = 0 pour tout 7 # j, A est une matrice diagonale.
J

T 0 0
Par exemple, A= 0 -3 0
0 0 4
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La matrice diagonale dont tous les éléments de la diagonale valent 1 est
la matrice unité; elle est notée I,,, ou plus simplement I lorsqu’il n’y
a pas d’ambiguité sur son ordre.

1 00
Par exemple, 5= 0 1 0
0 01
Si a;; = 0 pour tout ¢ > j, A est une matrice triangulaire supé-
rieure (B est une matrice triangulaire inférieure si b;; = 0 pour
tout ¢ < j).

1 3 4 1 00
Par exemple, A= 0 -3 2 |eeB=|—-4 0 0
0 0 5 011
Si a;j = aj; pour tout i et j, A est une matrice symétrique.
0 3 -5
Par exemple, A = 3 1 77
-5 77 -1

3 Opérations sur les matrices

Addition de matrices

Exemple 1. On se donne les matrices suivantes.

3 2 0 4 3 1
a=(G17) s=(0 4 )

On définit une nouvelle matrice A + B par

_ 3+4 243 0+1 ) 7T 5 1
A+B_(—2—1 =1 7—1)_(—3 0 6>
Cette somme n’est possible que si les matrices A et B sont de méme
type. Avec D = < 12 ), par exemple, il n’est pas possible de définir

3 5
la matrice A+ D.

D’une maniére générale, on définit la somme de deux matrices de méme
type A = (ai;) et B = (b;;) par

10

C=A+B avec cij=aij+bij
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Propriétés de ’addition matricielle

Pour des matrices 4, B, C et O de méme type, on a

1. (A+B)+C=A+(B+0) associativité

2. A+0=A4A élément neutre

3. Pour toute matrice A, il existe une matrice élément symétrique
opposée, notée —A, telle que A+ (—A4) = 0.

4. A+B=B+ A commutativité

La matrice —A est obtenue en prenant I’'opposé de chaque élément de A.

Multiplication d’une matrice par un nombre réel

On considére une matrice A. On peut multiplier tous les éléments de la
matrice A par un méme nombre réel.

Exemple 2. En reprenant la matrice A de I'exemple précédent, on a
3 2 0 -6 -4 0
(=24=(-2) <—2 17 ) - ( 4 -2 -14 )

D’une maniére générale, on définit le produit d’une matrice A par un
nombre réel \ par

C = M\ avec ¢;; = Aayj

Propriétés de la multiplication par un nombre réel

Pour des matrices de méme type et des nombres réels \ et u, on a
5. AuA) = (Aw)A

6. 1A=4

7. MA+B)=)XA+)\B

8 A+pA=XA+puA

Multiplication matricielle

Exemple 3. On considére les matrices

2 1 3 20
A_(—l —1> et B—<—2 1 7)

11



1 Calcul matriciel

En généralisant la multiplication introduite 4 la page 4, on définit le pro-
duit de la matrice A par la matrice B.

A.B— 2 1 o 3|2]0 _ 4 5 7
- 217 )=
Chaque ligne de la matrice A est multipliée par chaque colonne de la

matrice B. La méme définition ne permet pas de calculer le produit B- A,
le nombre de colonnes de B étant différent du nombre de lignes de A.

On considére une matrice A de type n x m et une matrice B de type m X p.
On définit le produit des matrices A et B, dans cet ordre, comme ma-
trice C de type n X p par

m
C = A - B avec ¢, = aj1b1x + aiobog + - - - 4+ Gimbmi = Zaij . bjk
J=1

er=(2 1)

W =
N

Exemple 4. On considére les matrices C = (

On observe que C - P # P - C. En effet,

2 1 3 4
cr=(21) wro=(t4)

Exemple 5. On considére la matrice A = (i g g)
1 0 1 2 3 1 2 3
O”afz'A‘(o 1)'(456)“(456)
1 00
1 2 3 1 2 3
etA-13:< ) 01 0 =( )
4 5 6 00 1 4 5 6

Exemple 6. On considére les matrices U = ( =1 2 ) etV = ( Z

-3 6
On a U-V:(S)etV-U:(_4 8)'

Exemple 7. On peut également multiplier une matrice carrée par un
vecteur et considérer la transformation géométrique correspondante. En

. 4 2 :
multipliant la matrice < 0 ) par le vecteur v = 1) on obtient un

1 0

2 1\ . s g :
nouveau vecteur 7' = ( , image de U par une symétrie axiale.

2

12
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Exemple 8. A partir de trois matiéres premiéres P1, Ps et Ps, on fabrique
deux produits intermédiaires I et I>. Les quantités de matiéres premiéres
nécessaires & cette fabrication sont indiquées dans la matrice suivante.

L I

4 5\ P
A= 3 1 | B~

2 8 /) P

La fabrication d’une unité de I, par exemple, nécessite 4 unités de P,
3 unités de P> et 2 unités de Ps.

La confection des produits finis F1, Fa, F3 et Fy requiert les produits
intermédiaires I et I> en quantité suivante.

Fy Fy, Fs; Fy

(10 3 6 4\hL
B_(7 429)12

La quantité de matiére premiére P, que nécessite le produit fini Fy sera
donc de 4-10+4 5-7 = 75. Plus généralement, on trouve

h F F3 Fy

7w 32 34 61\ P~
C=|(37 13 20 21 |P

7% 38 28 80 / P

La matrice C est le produit de la matrice A par la matrice B.

4 5 7 32 34 61
3 1 |- ( 179 i g 3 ) = 37 13 20 21
2 8 76 38 28 80

Exemple 9. La population d’un pays vit soit en ville soit & la campagne.
Lors d’un recensement, on constate que, durant les 10 derniéres années,
5% des citadins ont décidé d’aller habiter la campagne, alors que 10%
des personnes qui vivaient & la campagne ont déménagé en ville. Pour
simuler cette migration de population, on utilise un modéle appelé chaine
de Markov®, en introduisant la matrice de transition

095 0.1
F= < 0.05 0.9 )
Le nombre p12 = 0.1, situé sur la premiére ligne et dans la seconde co-

lonne, indique la probabilité avec laquelle une personne qui habite la cam-
pagne ira habiter la ville. Supposons qu’en I’an 2000 la population ait été

5 Andrei Andreievitch Markov, mathématicien russe, 1856-1922

13
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de 9 millions de personnes dont 3 millions habitaient en ville, 6 millions
a la campagne. En 2010, on comptera 0.95 -3 4+ 0.1 - 6 = 3.45 millions
d’habitants en ville et 0.05 -3 + 0.9 - 6 = 5.55 millions d’habitants a la
campagne. On obtient ce résultat par le calcul matriciel

095 01\ (3) _ (345
0.05 0.9 6/ \5.55

Si Pon garde le méme modéle pour prévoir ’évolution de cette population

pour les décennies suivantes, on trouve

095 01 Y (345
0.056 0.9 5.55

095 01\ (383
0.05 0.9 5.17

Propriétés de la multiplication matricielle

Pour des matrices A, B et C de types adéquats, on a

A-(B-C)=(A-B)-C

A- (B+C)=A-B+A-C
(B+C)-A=B-A+4+C-A

(M) -B=A-(AB)=A(A-B) avec A€ R
I, - A=A=A -1, ouAestdetypenxm

bl el S

La multiplication matricielle n’est pas commutative.

Puissance d’une matrice carrée

3.83
(5‘17> pour 2020

4.16
(4.84) pour 2030

associativité
distributivité
distributivité

éléments neutres

Si k est un nombre entier positif et A une matrice carrée d’ordre n, on

définit

AF=—A.4... A
——
k fois

Par convention, A° est égal & la matrice unité I,,.

Transposition d’une matrice

La transposée d’une matrice A de type n X m est une matrice de
type m X n, notée A, dont les colonnes sont, dans l'ordre, les lignes de

la matrice A.

14
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3 -2
Exemple 10. A = 2 20 , A= 2 1
-2 1 7 0 7

Une matrice symétrique est égale & sa transposée.

1 -2 0
Exemple 11. La matrice (—2 3 7 ) est symétrique.
0 7 0

Propriétés de la transposition

f(tA)=A
{A+B)="'A+'B

{AA) = X'A avec A €R
A.B)='B-A

Ll

1.4 Matrices élémentaires

13>
3) ainsi que trois

8
2
; 5 g 0 1
matrices particuliéres P = : .
10 5

On observe la suite de produits matriciels suivants.

0 1 3 8 13 1 2 3
P‘A‘(l 0)'(1 2 3)_(3 8 13)
Multiplier la matrice A a gauche par la matrice P permute les lignes de A
(L1 < Lao).

10 1 2 8 _f1 2 3
S'P'A“<—3 1)'(3813)‘(024)

La multiplication par S a pour effet de soustraire a la deuxiéme ligne trois
fois la premiére (La — 3L1 — Lo).

1 0 1 2 3 1 2 3
D'S'P'A_(o %)'(0 2 4)_(0 1 2)
La multiplication par D revient & multiplier par % la deuxiéme ligne
(%Lz — L2)

Exemple 1. On donne une matrice A = (3

=N

Une matrice élémentaire est une matrice obtenue en appliquant & la
matrice unité une opération élémentaire sur ses lignes (voir page 2).

15
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Exemple 2. On obtient la matrice P de I’exemple précédent en appli-
quant I'opération L1 <> Lo & la matrice unité I.. De méme, on obtient S
en appliquant I’opération Ly — 3Ly — Ly a I et D en lui appliquant
Popération % Ly — La. Les matrices P, S et D sont des matrices élémen-
taires.

Dans les matrices carrées d’ordre n, on note

1. P;; la matrice unité I,, transformée par ’opération L; < L,

2. D;()) la matrice I, transformée par opération AL; — L; avec \ # 0,
3. Si;(7) la matrice I, transformée par l'opération L; + AL; — L;.

Exemple 3. Dans les matrices carrées d’ordre 3, on a

0 01 1 .00 100
P3=|0 1 0|,D:(3)=(0 % 0],8u(-2)=| 0 1 0
100 0 0 1 -2 0 1

Théoréme 1. Pour toute matrice A et tout nombre réel A # 0,

1. permuter les i-iéme et j-iéme lignes de A revient & effectuer la multi-
plication P;; - A,

2. multiplier la j-iéme ligne de A par ) revient & effectuer la multiplication

3. ajouter & la i-iéme ligne de A la j-iéme ligne multipliée par A revient
effectuer la multiplication S;;(A) - A.

1.5 Déterminant d’une matrice carrée

Exemple 1. On considére le systéme linéaire formé par les équations
cartésiennes de deux droites du plan.

anxr + awy = b
a1 + axny = b

Les droites se coupent en un point si ce systéme admet une solution
unique. Elles sont paralléles (strictement paralléles ou confondues) lorsque
les couples (a11;a12) et (az1;a22) sont proportionnels®, c’est-a-dire lors-
que ai1az2 — az1a12 = 0. Ainsi, pour déterminer si le systéme donné pos-
séde une solution unique ou non, il suffit de calculer le
nombre ai1a22 —az1a12. S'il est nul, le systéme est singulier : il ne posséde
alors aucune solution ou il en a une infinité. Par contre, si ce nombre est
différent de zéro, le systéme est régulier et admet une solution unique.

Svoir Géométrie vectorielle et analytique plane, CRM N° 23
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Déterminant d’une matrice carrée

Le déterminant d’une matrice carrée A = (a;;) d’ordre 2 est le nombre

ail; a2

= @11022 — Q21012
a1 Q22

Ce nombre est aussi noté Det(A).

Exemple 2. ‘_3 ‘51 ‘=3~5—(—2)-4=23

Exemple 3. Deux vecteurs @ = (Zl) et b = (21> du plan vectoriel
2 2
ai

g B est nul.

sont colinéaires si et seulement si Det(a@,b) =

Le déterminant d’une matrice carrée A = (a;;) d’ordre 3 est le nombre

aix Qa2 a3

a2 a a2 a a a
a21 Q22 Q23| = a1l 28 —ag1 k £ + as1 il
agz2 ass asz2 ass Q22 Qa23
asz1 asz as3
Ce nombre est aussi noté Det(A).
Exemple 4.
1 2 0
— 2 2 0 2 0
> —3 2 :1’ ‘—2’ ‘+3‘ ’
s 4 -5 4 -5 4 -5 3 2

=1.-7-2-(-10)+3-4=139

Exemple 5. En géométrie de I'espace, on peut utiliser le déterminant

pour vérifier si trois vecteurs sont coplanaires. Le déterminant de trois
al b1 C1

vecteurs Det(d, I;, C) =| ax b2 c2 | estle produit mixte de ces trois
as b3 C3

vecteurs. En valeur absolue, ce nombre est le volume du parallélépipéde

construit sur les trois vecteurs. Les trois vecteurs sont coplanaires si ce

déterminant est nul.

Le déterminant d’une matrice carrée d’ordre n > 3 est défini de ma-
niére récursive. Le cofacteur d’un élément a;; de la matrice A est le
nombre (—1)*7D;;, o D;; est le déterminant de la matrice carrée
d’ordre n — 1 obtenue en supprimant la i-iéme ligne et la j-iéme colonne de
la matrice A.
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1 Calcul matriciel

Exemple 6. Pour la matrice

e
A=| 0.2 4

-3 b =2

4

le cofacteur de I’élément a2 est le nombre (—1)**+2 _g _9

=12

Le déterminant d’une matrice carrée A = (a;;) d’ordre n, noté Det(A),
est la somme des produits de chaque élément de la premiére colonne par
son cofacteur.

Det(A) = a11.D11 — a21D21 + az1 D31 — ...+ (—=1)"*la,1 Dy

n
=> (-1)*"ap Dy
k=1

2 1 -2 3
Exemple 7. Pour A = B ; & - on trouve
PRty 11 4 -5 2 | v
4 -1 3 0
0 2 -1 1 -2 3
Det(A)=2| 4 -5 2 |-3| 4 -5 2
-1 3 0 -1 3 0
1 -2 3 1 -2 3
+1] 0 2 —-1|—-4|0 2 -1
-1 3 0 4 -5 2
=2-(-11)—3-19+4+1-7—4-(-17)

=4

Dans cette définition du déterminant, on a effectué les calculs sur les élé-
ments de la premiére colonne (on parle d’un développement relativement a
la premiére colonne). On peut cependant effectuer le calcul du déterminant
relativement & n’importe quelle colonne ou ligne. Ce résultat sera formalisé
dans le théoréme 2 ci-aprés.

18



Déterminant d’une matrice carrée

Exemple 8. On peut calculer le déterminant de la matrice A de ’exemple
précédent en développant relativement a la quatriéme colonne.

1 -2 3

2
3 0 2 2 I -2
et| ¥ 9 2 =l |__sl1 4 —5|l=i|li 4 =8
L 2 =8 3 4 -1 3 4 -1 3
4 -1 3 0
2 1 -2 2 1 -2
-2/3 0 2|+0/3 0 2
4 -1 3 1 4 =5

=-3.(-13)—1-25-2-9+4+0=—4

Pour simplifier les calculs, on cherche & développer relativement 4 une
ligne ou a une colonne qui contient un maximum de zéros.

On admet sans démonstration les deux théorémes fondamentaux suivants.

Théoréme 2. Le déterminant d’une matrice carrée A d’ordre n > 3 est
égal & la somme des produits de chaque terme de la colonne j (ou de la
ligne ) par son cofacteur.

n

Det(A) = Y (-1)*"ay; Dy = > (—1)"Fau D
k=1 k=1

Théoréme 3. Le déterminant d’un produit de deux matrices carrées de
méme ordre est égal au produit des déterminants de ces deux matrices.

Det(A - B) = Det(A) Det(B)

Propriétés des déterminants

1. Si tous les éléments d’une colonne (ou d’une ligne) d’une matrice sont
nuls, son déterminant est nul.

2. Le déterminant d’une matrice triangulaire est le produit des éléments
de la diagonale.

a1l ai2 ais O ain
0 a22 Q23 v ao2n

Det 0 0 ass s a3n =Qa11°G22°A33" ...  Ann
0 0 0 ann
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1 Calcul matriciel

3. Le déterminant de la matrice unité est égal a 1.
Det(I,) =1

4. Le déterminant d’'une matrice est égal & celui de sa transposée.
Det(*A) = Det(A)

5. Le déterminant d’une matrice change de signe lorsqu’on permute deux
de ses colonnes (ou deux de ses lignes). Par exemple, si I’on permute
les colonnes Cj et Cj, on a

Det(Cl,...,C']-,...,Cl,...,C’n) =—Det(Cl,...,Cl,...,Cj,...,C’n)

En conséquence, si deux colonnes (ou deux lignes) d’une matrice sont
identiques, son déterminant est nul.

6. Le déterminant d’une matrice est linéaire relativement & chacune de ses
colonnes (ou lignes). Par exemple, on a

Det(Cy+Ch,Cs, ..., Cp) = Det(Cy, Cs, . . ., Cn)+Det(Cy, Ca, . ..., Cy)
Det(ACy, Ca, ..., Cp) = ADet(Cy, Ca, ... ., Cy)

7. Lorsqu’on multiplie tous les éléments d’une matrice carrée d’ordre n
par un réel ), le déterminant est multiplié par \™.

Det(AA) = A™ Det(A)

8. Le déterminant d’une matrice est nul si deux colonnes (ou deux lignes)
sont proportionnelles. Par exemple, on a

Det(Cl,/\Cl,Cg, . ,Cn) =0

9. Le déterminant d’une matrice ne change pas lorsqu’on ajoute a 1'une de
ses colonnes un multiple d’une autre colonne (de méme pour les lignes).
Par exemple, on a

Det(C’l,/\C’l +Cy,C5, ..., Cn) = Det(C’l, Cs,Cs,. .., Cn)

10. Le déterminant d’une matrice élémentaire est non nul.

Pour n = 2 ou n = 3, toutes ces propriétés peuvent étre vérifiées par calcul.
Pour les démontrer dans le cas général (n > 4), on utilise la définition et le
théoréme fondamental 2.
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Déterminant d’une matrice carrée

Ces propriétés permettent de simplifier le calcul des déterminants.

Exemple 9.
1 2 -2
-5 9 10 |=0 car C3 = —2C;
7 -5 -—-14
Exemple 10.
2 —4 2 o 1 =2 1 Ca + 201 — Cs
4 —6 41=2"12 -3 2 Ca— Ci — C
2 4 8 1 2 4 AT .
1 0 0
=82 1 0
1 4 3
=8-(1-1-3)=24
Exemple 11.
15 5 10 15 3 2 3 Ci—3C, — Cs
5 2 6 10 5 2 6 10
=5 C3_2C2—’C3
2 bl =2 =1 1 B g 3o,
6 1 5 4 6 1 5 4 tToE T
0 1 0 0
-1 2 2 4
=9 1 -1 3 8
3 1 3 1
On développe selon la 17 ligne
2 4
=5-(-1)| T 3 8 Bask La = La
3 31 L3+3L1 — L3
-1 2 4
=-5 0 5 12
0 9 13
On développe selon la 17 colonne
5 12
_‘5'(_1)‘9 13\

=5.(5-13—-9-12) = —215
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1 Calcul matriciel

Exemple 12.
z a f rT—a a—=z 0 Li—Ly— Iy
a z f|= a 3 Ié]
a B =z 0 B—z x-p Ls— Lo — L3
1 -1 0
=@z-a)@-B|a =z B
0 -1 1

On développe selon la 17 ligne
=(@z—-a)(z—-B)(z+B+a)

Régle de Cramer

N

On considére un systéme linéaire de n équations & n inconnues de la
forme A - X = B. Ce systéme admet une solution unique si et seulement si
le nombre Det(A), appelé le déterminant du systéme, est différent de 0.
Dans ce cas, la solution peut étre calculée & ’aide de la régle de Cramer”
suivante.

Pour n = 2,
b1 ais ain b
by a2 az b
T = , Tg =
a1 Qai2 ail; a2
az1 Q22 a1 Q22
Pour n =3,
by a2 a3 a1 b1 ais a1 a2 b1
by aze a23 a1 by a3 az1 a2z ba
. b3 az2 ass . az1 bz ass . a31 azz b3
j = = ————— g = — 3= ———
Det(A) Det(4) Det(A)

En général, on a

o Det(Cy,...,Ci-1,B,Cit1,.-.,Cn)
= Det(A)

ol le numérateur est le déterminant de la matrice carrée obtenue en rem-
plagant dans la matrice A la i-iéme colonne C; par la matrice colonne B.

7Gabriel Cramer, mathématicien suisse, 1704-1752
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Déterminant d’une matrice carrée

Démonstration. On démontre la régle de Cramer pour n = 2. On peut
généraliser cette démonstration & l'ordre n.

anrr + apry = b

peut aussi s’écrire sous la forme
a21T1 + axnzy = b

Le systéme {

matricielle 2;C1 + 22Co = B ou C7 = (ZH) et Cy = <312> sont les deux
21

colonnes de la matrice des coefficients de A. En utilisant les différentes
propriétés des déterminants, on peut écrire successivement

Det(B, CQ) = Det(.’chl + 22Cs, CQ)
= Det(x1C’1,C’2)
=& Det(C'l, Cz)

= 21 Det(A)
Det(B, C:
Si Det(A) # 0, on en déduit que z1 = %. Dans le cas contraire,
la derniére équation obtenue est soit impossible soit indéterminée.
De méme, on montre que z Det(Ch, B) lorsque Det(A) # 0 d
1 = —— "7 .
’ L Det(A) 4

Exemple 13. Résoudre le systéme linéaire

z + 2y + 3z =1
2t + 3y 4+ =z = 0
3z + y + 2z = 0
On a
1 2 3
Det(A)=]2 3 1 |=-18#0
3 1 2

Le systéme admet donc une solution unique. De plus, on a

1 2 3 1 1 3 1 2 1
0 3 1|]=512 0 1|=-1le |2 3 0|=-7
0 1 2 3 0 2 3 1 0
. 1 7
Amsuv-——l—s,y—ﬁ etz—ﬁ.

Conséquence de la régle de Cramer. Un systéme linéaire homogéne
posséde des solutions non nulles si et seulement si son déterminant est nul.
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1 Calcul matriciel

1.6 Matrice inverse d’une matrice carrée

Matrice carrée d’ordre 2

On considére une matrice carrée A d’ordre 2. On cherche & savoir s’il existe
une matrice carrée B d’ordre 2 telle que A - B = I.

Exemple 1. Pour A= 2 1 etB= (% ¢ , A- B = I, s’écrit
5 3 Yy v

2 1\ (z wy_(1 0

5 3 y v) \0 1
ou encore

2r+y  2u+wv) _ (1 O

5¢+3y Su+3v)  \0 1

La solution de cette équation matricielle s’obtient en résolvant les deux
systémes linéaires suivants.

2:L'—|—y=16t 20 4+ v = 0
S5z + 3y = O 50 + 3v = 1

Ces systémes linéaires admettent une solution unique car Det(A) # 0.
Apreés calcul, on obtient la matrice B.

o=(5 2)

Dans le cas ou il existe une matrice B telle que A - B = I, la matrice A
est inversible et B est appelée matrice inverse de A ; elle est notée A~L. On
peut vérifier que B - A = I,.

24

2 1 T u 1 0
Exemple 2. On poseA—(6 3>, B = (y U) et In = <O 1).

La solution de I’équation matricielle A - B = I s’obtient en résolvant les
deux systémes linéaires suivants.

2t + vy 1et 2u + v
6z + 3y 0 6u + 3v

0
1

Il
Il

Ces systémes linéaires n’admettent pas de solution car Det(A) = 0. La
matrice A n’est pas inversible.



Matrice inverse d’une matrice carrée

Matrice carrée d’ordre n

Une matrice carrée A d’ordre n est inversible s’il existe une matrice car-
rée B d’ordre n telle que A- B = B - A = I,. La matrice B est appelée
matrice inverse de A. On la note A™1.

Remarque. On peut démontrer que si A est une matrice inversible, alors
la matrice inverse de A est unique. De plus, A- B = I, implique B- A = I,,.

Propriétés
On note A et B deux matrices carrées d’ordre n.

1. La matrice A est inversible si et seulement si Det(A) # 0.
1

Det(A)”

3. Si A et B sont inversibles, alors A - B est inversible et

2. Si A est inversible, alors Det(A™!) =

(A-By'=B"1. A"

4. Si A est inversible, alors A~! est inversible et (A7!)"! = A.

5. Si A est inversible, alors *A est inversible et (*4)~7! =f(A™1).

Démonstrations des propriétés 2 et 3

2. On a vu au théoréme 3, page 19, que Det( ) = Det(A) Det(B).
Comme A - A™! = I,, on a Det(A- A™!) = 1. On en déduit que
1

Det(A) Det(A™!) = 1, d’ot Det(A™?!) =

Det(A)
3. La matrice inverse de A- B est B~ - A™! car (4 ) -(B71. A7)
A-(B-B-Y).A1=A.(I,) A~' = AA1=

ol

Calcul de l’inverse d’une matrice

Matrice carrée d’ordre 2

Pour calculer la matrice inverse A™! = (:; :;L) de la matrice A = <Z Z)

dont le déterminant n’est pas nul, il suffit de résoudre les systémes d’équa-
tions suivants.

az + by =
cx + dy = 0

[u—y

ot au + bv = 0
cu + dv = 1
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1 Calcul matriciel

Par la régle de Cramer, on obtient

1 b a 1
O d d (¢} 0 —C
Tr = = y —_ =
a b Det(A) a b Det(A)
c d c d
0 b a 0
1 d —b c 1 a
u= = v = =
a b| Det(4) a b| Det(4)
C d c d
La matrice inverse de A est
1 d —b
=1
AT = Det(A) (—c a )
Hxempie 8. Sid=] 2 2 ) gomat=21{% = 3 oq
ple <. “\-2 2 ) “1\2 3)7 1 2)

Exemple 4. On considére la matrice A = (_g _g )

Comme Det(A) = 0, la matrice A n’est pas inversible.

Matrices carrées d’ordre n

On a obtenu une formule pour calculer 'inverse d’une matrice carrée
d’ordre 2. Pour les matrices d’ordre 3, on propose deux méthodes diffé-
rentes. Ces méthodes sont généralisables & des matrices d’ordre supérieur
a 3.

26

Exemple 5. On montre, a partir d’un exemple, comment ’'on obtient la
matrice inverse d’une matrice A.

0 1 4
A= 1 0 -3
2 3 8
Le calcul Det(A) = —2 prouve que cette matrice est inversible. On pose

T11 Ti2 13
X = | z21 T22 23 |, la matrice inverse de A. L’équation A- X = I3
T31 T32 33



s’écrit
0

1
2

1 4
0 -3
3 8

11 Ti12
T21 T22
T31 T32

Matrice inverse d’une matrice carrée

T13
T23
33

1 0 0
010
0 01

La solution de cette équation matricielle s’obtient en résolvant les trois
systémes linéaires suivants.

et

13
2z13

T21
+  3zo1
T22
+  3zo2
To3
+  3z23

+ 0+ 40+

+

—+

431
3731
8z31

4x32
3T32
8T32

4x33
3x33
8.’L‘33

Il
o =

1 |
or o

Il
o

Il existe plusieurs méthodes de résolution. Dans cet exemple, on utilise la
régle de Cramer. 1l faut alors calculer neuf déterminants pour obtenir les
neuf termes de la matrice inverse de A.

On note D;; le déterminant d’ordre 2 que I’'on obtient en supprimant dans
la matrice A la i-iéme ligne et la j-iéme colonne.

1 1 4
0 0 -3 0 -3
|0 3 8] |3 8] 9 (-1t Dy
TUE T Det(4) 0 —2 27 Det(4)
On prétera attention a 'ordre des indices!
0 1 4
1 0 -3 (1) - 1 -3
]2 0 8| 2 8 e (-1)*2. Dyy
T2 = T Det(A) - T T Det(A)
0 1 1
1 00 1 0
|23 0] |23 3 (=1)'*%.Dy3
T Z T Det(4d) | -2 2 = 7 Det(A)
01 0
Lol 01
12 3 0| 2 3] 1= (—1)32. Dy
Eola Det(A) -2 T 77 Det(4)
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1 Calcul matriciel

De maniére analogue, on trouve tous les autres éléments de la matrice
inverse de A. On laisse le soin au lecteur de vérifier que

L (32 %
AT = 7 4 =2
3

- -1 4

D’une maniére générale, pour une matrice carrée A d’ordre n, on peut
démontrer que

1

= Det(A) t((_l)i+jDij)

ot D;; désigne le déterminant d’ordre n —1 que ’on obtient en supprimant
dans la matrice A la i-iéme ligne et la j-iéme colonne. Dans la pratique
cette formule n’est pas utilisée par manque d’efficacité. L’inversion d’une
matrice carrée & I'aide des matrices élémentaires est en revanche efficace.

On effectue des opérations élémentaires sur les lignes de A, jusqu’a obten-
tion de la matrice unité I,, si cela est possible; on effectue simultanément
exactement les mémes opérations sur la matrice unité I,, pour obtenir I’in-
verse de A.

1. Silon parvient & transformer la matrice A en la matrice unité, alors
A est inversible. En effet, traduit en termes de multiplications par des
matrices élémentaires, cela signifie que (E, - Ep—1---Ey - E1) - A= I,
autrement dit que A~ =E, - E,_1---E> - Ej.

De plus, la matrice identité est simultanément transformée en ’inverse
de A, car (Ep - Ep_l - Fy - El) - I, =A"1. Iy = A1

2. Dans le cas contraire, la matrice A se transforme en une matrice B qui
posséde au moins une ligne de zéros. On a donc

0 = Det(B)
= Det(E,) Det(Ep_1) - - - Det(Ey) Det(E7) Det(A)
On en déduit que Det(A) = 0 puisque le déterminant des matrices

élémentaires est non nul, autrement dit que la matrice A n’est pas
inversible.

Exemple 6. Inversion d’une matrice 4 I’aide des matrices élémentaires.
On reprend la matrice de ’exemple 5.

0 1 4
A=11 0 -3
2 3 8
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Matrice inverse d’une matrice carrée

On écrit la matrice A augmentée de la matrice I3. Ensuite, on effectue
sur les lignes des opérations élémentaires, ce qui revient & multiplier par
des matrices élémentaires.

0 1 4 1 0 0
1 0 -3 0 1 0 Li « La
2 3 8 0 0 1

On permute les lignes 1 et 2 ce qui revient & multiplier a gauche la matrice
augmentée par la matrice élémentaire Pis.

1 0 -3 0 il 0
0 1 4 1 0 0
2 3 8 0 0 1 L3z —2L; — L3

On poursuit en multipliant & gauche par S31(—2)

1 0 -3 0 1 0
0 1 4 1 0 0
0 3 14 0 -2 1 L3 —3L2 — L3

On multiplie a gauche par S3z(—3)

1 0 -3 0 1
0 1. 4 1 0
0 0 2(-3 =2

= O O

% - Lz — L3
On multiplie & gauche par Ds3(3)

1 0 -3 0 1
0 1 4

1 Ly — 4Lz — Lo
0 0 1|-% -1

o
N-E O O

On multiplie & gauche par Sa3(—4)

1 0 -3] 0 1 0
0 1 o 7 4 -2
3

3
0 0 1|-% -1

On multiplie & gauche par S13(3)

)
)
)

1 0o o]|-2 -2 2
0 1 0 7 4 =2
o 0o 1|-% -1 3
La matrice inverse de A est
_92 _9 3
2 2
A= 7 4 -2
3 1
-3 —1 3

Formellement, cette matrice est le produit des matrices élémentaires uti-
lisées.

29



1 Calcul matriciel

Reésolution de systémes linéaires i ’aide de la matrice inverse

Exemple 7. On considére le systéme d’équations suivant.

z — y + =z = 2
-r + y + z = -6
T + y - z = 4

Ce systéme d’équations peut aussi s’écrire sous la forme

1 -1 1 T 2
-1 1 y|=|-6
1 1 -1 Z 4
1 -1 1 L7 2
ou, en posant A = | —1 i 1 |, X=|y|letB=|-6 |,
1 1 -1 Z 4
A-X=B

On calcule A™! en utilisant les transformations sur les lignes de la ma-
trice A augmentée de la matrice identité.

1 -1 1 100
-1 1 1 0 1 O Lo+ L1 — Lo
1 1 -1] 00 1 L3 — L1 — L3
1 -1 1 1 00
0 0 2 1 10
0 2 2|1 01 La = Ly
1 -1 1 1 00
0 -2 |-1 01 2Ly — Ly
0 2 1 10 i1Ls — L3
1 -1 1 1 0 0 Li+ Ly — Ls
0 1 -1 (-3 0 %
0 0 1 i 10
1 0 o0 3 0 3
0 1 -1 |(-% 0 3 Ly+Ls — Lo
0 0 1 3 3 0
1 0 o0 3 0 3
0 1 0 0 % 3
0 0 1 1 30
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Matrice inverse d’une matrice carrée

Ainsi A7 =

o= O NI
= = O
O W= N

On peut alors écrire
A-X=B
A (A-X)=A"'-B
(A1 A).X=A"'-B
IL-X=A"1.B

et finalement

3 0 3 2 3
X=|0 3 1 -6 | =[-1
-2

330/ V4

A tout systéme linéaire de n équations & n inconnues, on peut associer une
matrice carrée d’ordre n. Dés lors, le systéme s’écrit A- X = B. Au cas
ol A est une matrice carrée inversible, on peut écrire

A-X=B & X=A1'B
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1.7 Exercices

32

Parmi les équations suivantes, indiquer celles qui sont linéaires.

a) 2z++3y=52 b) z+2y=3zy
c) Vz?+y?=25 d) y(1-2z)+7=2z(1-y)
e) z—y+107%z =log(3) f) 2log(z) +6=0

Résoudre les systémes suivants.

o{m el w{EiwI
& { d — 2y = -10 d) { 4z — 2y = -10
-6z + 3y = 9 -6z + 3y = 15

T + 2y = 3

e) { z—4y=1 f) 3z + y = 4

r — y =5

Résoudre les systémes suivants par la méthode de Gauss.

2z + y — z =1
a) z + 2y + 2z = 8
3z — + 2z =7
z + + z = 9
b) z + 2y 4+ 3z = 14
2z - - z = 12
2z — y + 3z = 4
c) 3z + 4y - 2z = -5
z + by — 4z = -9
2 + y + 3z = 3
d) 3z — y + 4z = 2
dr + y — =z =5
T + y + z = 4

On considére deux plans o et 8 d’équations o : z — 2y + 2z = 4
et §:3z—5y—2z=11.

a) Trouver une représentation paramétrique de la droite d d’intersec-
tion des deux plans.

b) Interpréter géométriquement la solution d’un systéme régulier de
trois équations & trois inconnues.



10.

11.

Exercices

¢) Comment choisir une 3° équation linéaire pour que le systéme
z — 2y + 2z = 4
3r — by — 2z = 11

soit impossible ? indéterminé ? Donner, pour chaque cas, une inter-
prétation géométrique de cette troisieme équation.

Trouver un systéme linéaire dont la solution générale est l’ensemble
S={(13—=X;X;=3+2)\) | A e R}

Donner la solution générale de I’équation z1 — 2x2 + 3z3 —4zy = 7.

Transcrire les systémes linéaires des exercices 2 et 6 en écriture matri-
cielle.

Résoudre les systémes suivants en utilisant la matrice augmentée.

a) 1 — 3T2 + x3 — 1wz = 1
2¢7 — 6z + m3 + 2z4 = 7

1 + bz + 4dzz3 — 13z4 = 3

b) 3r7 — ®xo + 2z3 + Szy = 2

2¢1 + 2z + 3z3 — dry = 1

1 + 222 — bzz + 4dzy = 1

C) 227 — 329 + 2z3 + 34 = 18

4:131 — 7.’172 + Tr3 — 6.’B4 = -5

Ty + T2 — X3 + T4 = 1

Peut-on trouver un systéme linéaire qui posséde exactement les deux

solutions (1;0;—2) et (1;1;1)7

a) On cherche un polynéme p(z) = az® + bz? + cx + d dont le graphe
passe par les quatre points P(1;5), @(2;4), R(3;—5) et S(—=1;7).
Ecrire la matrice des coefficients et la matrice des termes constants
du systéme permettant de trouver a, b, ¢ et d. Déterminer p(z).

b) Plus généralement, écrire la matrice des coefficients et la matrice
des termes constants du systéme si le graphe du polynéme p passe
par les quatre points P(z1;y1), Q(%2;y2), R(23;y3) et S(z4;ya).

Echelonner la matrice augmentée associée au systeme

1 — 3zs + T3 = -3
—2z7 + 3kxs + z3 = 3k
—x1 -+ 329 — kxzz = k+1

Indiquer ensuite la solution générale de ce systéme en fonction du pa-
ramétre k.
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12. Ecrire sous forme de systémes les équations A- X = Bet A- X = C

avec
1 1 1 3 2 1
A=|-1 1 3 ]|,B=| 3 |,c=|1]|ex=|m
2 2 —4 —4 1 3

Résoudre ensuite simultanément les deux systémes en appliquant la
méthode de Gauss-Jordan & la matrice doublement augmentée (A|B C).

13. Trouver un carré magique d’ordre 3.
14. Quel est le « nombre magique» d’un carré magique d’ordre n ?

15. Ecrire la matrice d’adjacence de chaque graphe non orienté ci-dessous.

a)

16. Dessiner un graphe dont la matrice d’adjacence est

M =

OO OO
OO OO
OO~ OO~
OO~ O
H OO oo
O OO OO

17. Ecrire la matrice d’adjacence du graphe orienté suivant.
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18.

19.

20.

21.

Exercices

Pour simplifier des prévisions météorologiques, on se limite & trois types
de prévision : beau (F1), nuageux (E2) et pluvieux (Ej3).

0.6 0.4 0.2
La matrice P = 0.2 0.3 0.3 est la matrice de transition : si un
0.2 0.3 0.5

jour on est dans I’état Ej, il y a une probabilité p;; d’étre demain
dans I’état F;. Sachant qu’il fait beau temps aujourd’hui, quelle est la
probabilité qu’il fasse beau demain ? dans 2 jours ? dans 3 jours ?

On donne les matrices

2 0 1 5 -1 -1 1 -3
a=(58 5 m=(0 D) e=(5 )
2 -1 0
p=(2) @ =-( 2)

Calculer
a) —24 b) B—2A e} G2
d) E-A e) D-B f) A+2E-B

a) Une matrice A est de type 5 x 3 et le produit A - B est de type
5 x 4. Quel est le type de la matrice B ?

b) Si A est une matrice de type 5 X 3 et C' une matrice de type 2 x 5,
quel est le type de la matrice C - A7

c) Si M est une matrice de type n x 1 et N est de type 1 X n, quel
est le type des matrices M - N et N - M ?

On donne une matrice A = ( i =2 ) et une matrice C = ( 4 == )

-2 -1 1 -2
a) Trouver la matrice B telle que A- B = =20 B = ;
5 =15 0
b) Trouver la matrice D telle que A- D = ( é )

)

¢) Trouver une matrice E telle que C' - E = g

H O~ _ O

d) Trouver la matrice F telle que C'- F = < (1)
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22,

23.

24.

36

Les stocks de deux magasins de sport sont donnés dans le tableau A.

| skis batons fixations
magasin 1 | 120 110 90
magasin 2 | 200 180 210

On connait également les frais (en CHF par unité) liés au stockage et
au transport de ces articles du tableau B.

| stockage transport

skis 5 20
batons 4 10
fixations 1 5

Calculer le produit matriciel A - B et donner une interprétation écono-
mique du tableau obtenu.

Remarque. Méme s'il est possible de calculer le produit matriciel B - A,
celui-ci n’a aucune signification économique.

Un sous-traitant de 'industrie automobile produit deux articles appe-
lés X et Y. Pour la fabrication de ces produits, il emploie de I’acier, du
caoutchouc et de la main d’ceuvre, selon les quantités unitaires données
dans le tableau suivant.

| acier caoutchouc travail

article X 2 3 5

article Y 1 4 4
acier 6.—
Les coftits unitaires (en CHF) sont | caoutchouc  4.—
travail 10.-

Utiliser des matrices pour effectuer les calculs suivants.

a) Calculer le colit unitaire de chaque article.

b) Le sous-traitant regoit une commande de 200 articles de X et de 300
articles de Y. Calculer les quantités de chaque facteur de production
qu’il doit utiliser pour la fabrication de ces articles.

¢) Calculer le cott total de cette commande.

d) Le prix de vente est de CHF 90.- pour X et de 80.— pour Y. Calculer
la recette totale et le profit total.

-1 0
On considére deux matrices-colonne A = 1 et B = 1
3 2

Calculer les produits suivants.
a) A-'B b)'A-B ¢) tA-A



Exercices

1 2
25. On considére les matrices A= | 0 1 et B= < ; )
3 -1
Vérifier que Y(A- B) = 'B-tA.

26. On considére les matrices suivantes.

1 2 3 2 3 2 1 11
A= 2 1 1 B = 01 2 C=|011
-1 1 2 -1 4 1 0 0 1
Calculer
a) A-(B+0C) b) tA-B c) B-A
d) (A+ B)? e) A24+2A-B+B% f) (A+B)-(A-B)
g) A? — B2 h) &2 i) C3

j) CrouneN

27. On considére les deux matrices A = (8 Z) et B= (8 g) Calculer
a) A-B b) B-A ¢) A2

28. On considére trois nombres réels a, b, ¢ et les matrices suivantes.

0 a b 1 a b
N = 0 0 ¢ U= 0 1 ¢
0 0 O 0 01
0 0 1 1 0 1
R= 1 00 T=| 01 0
01 0 0 0 1

Calculer pour tout n € N*
a) N* b) U* ¢) R* d) T"

29. Une matrice A est idempotente si A% = A.
a) Montrer que les matrices suivantes sont idempotentes.
2 -2 -4

A=<Z :Z)etB= 1 3 4
1 -2 -3
b) A quelles conditions doivent satisfaire les coefficients réels a, b, ¢

et d pour que la matrice C = ( ch Z ) soit idempotente 7

30. On donne la matrice A = ( i (1) ) Calculer A2, A3, A% ... et ob-
8

server 'apparition des termes de la suite de Fibonacci®.

8voir page 122
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31. Deux matrices A et B commutent si A-B = B - A.

Trouver les matrices B qui commutent avec la matrice A = } _i > .

32. a) Montrer & 'aide d’un exemple qu’en général (A - B)? # A? . B2

33.

34.

35.

36.

37.

38

b) Si A et B sont des matrices qui commutent, montrer que pour tout
entier naturel k, (A - B)* = A* . Bk,

a) Montrer que si A et B sont des matrices qui commutent, alors
(A+B)?=A*+2A-B+B?

On peut généraliser cette identité et obtenir la formule du bindme.
Si A et B commutent, alors on a

(A+B)" =Zn: (?)Ai .B™ o (?) = l,(nn—lz),

1 2 3
b) On considére la matrice M = | 0 1 2 |. Calculer M2, M3
0 0 1
et d

et M* en écrivant M comme somme de I5
en utilisant la formule du binéme.

‘une matrice B, et

On considére le graphe (non orienté et sans boucle) suivant.

D

A B C

a) Ecrire la matrice d’adjacence M de ce graphe.

b) Calculer M? et donner une interprétation des éléments de cette
matrice.

Calculer le carré de la matrice de transition P de I’exercice 18 (page 35).
Donner une interprétation des éléments de la matrice P2.

Ecrire les matrices élémentaires Do(—3) et So1(7) d’ordre 2.

Ecrire les matrices élémentaires Pa3, D3(4), S21(3) et S13(7) d’ordre 3.



38.

39.

40.

41.

42.

Exercices

Multiplier & gauche une matrice A = ( CCL z ) par

a) Ppo = ( ? (1) ) et vérifier que cela revient a lui faire subir I'opé-

ration L1 < Lo,

b) Da(N\) = ( é ?\ > et vérifier que cela revient & lui faire subir

I'opération ALy — Lo,

c) S12(A) = (1) i\ et vérifier que cela revient a lui faire subir

Popération Ly + ALs — Lj.

d) Que se passe-t-il si 'on multiplie A & droite par P12 ? par Da(A)?
par S12(\) ?

Quelle opération élémentaire sur les lignes a-t-on appliquée & la matrice

unité Iy pour obtenir chacune des matrices suivantes ? Comment note-
t-on chacune de ces matrices ?

100 0 100 0
000 1 0100
Al o001 0 b l_.3 01 0
0100 000 1
1000 1 0 0 0
0170 0 -4 0 0
9l o0 1 0 Dlo o 1 o0
000 1 0 0 0 1

a) Quel est l'effet sur une matrice d’ordre 3 de la multiplication a
droite par S32(5) ? Et par S13(2) 7

b) Enoncer un théoréme précisant les effets de la multiplication & droite
par les matrices élémentaires.

Pour les matrices élémentaires d’ordre n, montrer que

a) P =1In,

b) D;(A) - Di(5) = In, avec A # 0,

¢) Sii(A) - Sij(=A) = I, avec i # j,

d) Si(A) - Sij (k) = Sij (A + ), avec i # j.

Calculer les déterminants suivants.

1 3 ‘ po|2 -1

“=i_g3 3 3 4
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43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

40

Calculer les déterminants suivants.

1 2 3 2 0 1 =i 2 3
a=|4 -2 3 b=|4 2 -3 c=| =3 2 1
2 5 —1 ) 3 1 -1 3 2

Calculer le déterminant des matrices élémentaires d’ordre 2, 3, 4. Peut-
on généraliser le résultat & un ordre quelconque n ?

Calculer les déterminants suivants.

_la—z B b= 4-X 5 | 2m —(m+2)

"l a B-z —| 2 3-3 °° 2(m—1) -m
: 1 -3 1 2

On donne les matrices A = ( 9 5 > et B = ( ~1 -3 )

Calculer Det(A), Det(B) et Det(A + B). Que peut-on en déduire ?

a) Quel est le nombre de multiplications & effectuer pour calculer le dé-
terminant d’une matrice carrée d’ordre n (en utilisant la définition
récursive) ?

b) En déduire le temps qu’il faudra aux plus puissants ordinateurs du
monde, capables d’effectuer mille milliards de multiplications par
seconde (1 téraFLOPS = 10'2 FLoating-point Operations Per Se-
cond), pour calculer le déterminant d’une matrice carrée d’ordre 20
et d’ordre 30. On négligera le temps nécessaire pour effectuer les
additions.

Vérifier les égalités suivantes sans calculer les déterminants.

2 1 -1 0 1 0
a)| 3 4 2 | =|-5 4 6
-3 =5 3 7 -5 =2
1 2 3 0 -1 1
byl 2 1|={0 -1 -1
1 3 2 1 3 2
2 5 2 -1 5 2 1 5 2
| -1 1 3|+ 4 1 3|=|3 1 3
4 3 1 -3 3 1 1 3 1
ay bl C1
Exprimer les déterminants suivants en fonctionde p=| as by ¢
a3 bz cs3



50.

51.

52.

53.

54.

Exercices

€1 b1 aiy as b3 C3 bl C1 a1
s=1|cy by as t=| ay by co u=| by co as
C3 b3 as ai b1 1 b3 C3 as
—Qa1 —b1 =1 ax bl 1
v=| as bo Co w=| 3as+2a; 3by+2b; 3cs+2¢;
3a; 3b1 3¢ as bs C3
Calculer et factoriser en utilisant les propriétés des déterminants.
1 B+ « z 1 «
a=|1 ~v+a p b=|1 1 «
1 a+p8 7« 1 1 z
33—t -1 1 T Yy =z
c= 5 —3-t 1 d=| 22 y? 22
6 —6 4—1 Yz 2T TY
Résoudre (par rapport & ) en utilisant les propriétés des déterminants.
1 a b z a 1
a)|l =z b|=0 b)la z 1|=0
1 a =z a b 1
Calculer les déterminants suivants.
2 1 -5 1 5 1 1 1 e f 00
1 -3 0 -6 1 51 1 g h 0 0
a = b = e =
0 2 -1 2 1 1 56 1 0 0 p ¢
1 4 -7 6 1 1 1 5 0 0 r s

Démontrer que le déterminant d’une matrice triangulaire est égal au
produit des éléments de sa diagonale.

Démontrer les identités suivantes.
1 1 1
a)l a b ¢ |=0b-a)c—a)c—D)
a? b 2
1 1 1 1
a b ¢ d
|5 4 5 s |=0-ak-ad-ac-bEd-bd-o
a® b B &8

Cette propriété peut étre généralisée a ordre n (déterminant de
Vandermonde®).

9 Alexandre-Théophile Vandermonde, mathématicien frangais, 1735-1796
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55.

56.

57.

58.

Larégle de Sarrus!? est une méthode de calcul du déterminant d*une
matrice carrée A d’ordre 3 uniquement. On recopie, en dessous de A,
les deux premiéres lignes de cette matrice et on effectue la somme des
produits des « diagonales descendantes » dont on soustrait les produits
des «diagonales ascendantes ».

@

Zru a2 g

an aza 023

. (Pﬂ azzv,ém

P a1t ﬂ’fz\ars *@
@

ayy a2 023

= 011022033 + (21032013 + G31412023
— Q31022013 — 411032023 — 021012033

Utiliser cette régle pour calculer les déterminants de ’exercice 43.

Résoudre les systémes suivants & ’aide de la régle de Cramer.

2z + y = -1 3z — 4y = -11
) { 3z — 2y = 9 b) { -7z + 6y = 19
& 4z — 2y = =10 d) d — 2y = -10

-6z + 3y = 9 —6z + 3y = 15

2z + y = 0 d — 2y = 0
e){3m—2y=0 f){—6$+3y=0

Résoudre et discuter les systémes suivants en fonction du paramétre
réel m.
miz +y =2 (m+lz + (m—1y = m
a) b)
T+y=2m mz + (m+l)y = m-1

Pour quelles valeurs des paramétres a et b le systéme

ax + 3y = b
3z — 2y = b

posséde-t-il une seule solution ? aucune solution ? une infinité de solu-
tions ?

10Pjerre-Frédéric Sarrus, mathématicien francais, 1798-1861
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60.

61.

62.

63.

Exercices

Résoudre les systémes suivants a I’aide de la régle de Cramer.

z + 3y + 2z = -13 2r + y = 2

a){ 2z — 6y + 3z = 32 b)) -4y + 2z = 0

3r — 4y — =z = 12 4 + 2z = 6
T + Yy - z = 1 z + y + z = 14
gz — y — z = -1 sz — y + z = 6
T + y - z = 1 T — y — z = 4

Trouver la valeur de z3 dans le systéme suivant.

3y + x> + 3 + 234 = 6
1 — Zo + 3z4 = 12
To + x3 — 24 = 0

2r1 + x9 + 34 = 0

Résoudre le systéme suivant en fonction du paramétre réel m.

mr + Yy + z = m?
z + my -+ z = 3m-—2
T + y + mz = 2-—-m

Vérifier que les matrices A et B sont inverses I'une de 'autre.

1/1 -1 1/1 1
2) A'§(3 1) ot B_i(—?, 1)

b) A=z (3 _}) et B=A
3 2 5 —-11 19 -1
o) A=|2 1 3| e B=| -8 14 -1
4 -3 2 10 —-17 1

Calculer, si elles existent, les matrices inverses des matrices suivantes.

oGy m(sE) 96
)oe

99,
/N
N!r—' l\j|é| Q =

D

l\)|§‘ [ IR — I
N———

Z
/N

— N

|
[ SN [JV)
S
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64. Calculer, si elles existent, les matrices inverses des matrices suivantes.

65.

66.

67.

68.

44

-2 4 2 3 -1 0
a) -4 8 4 b) -2 1 1
5 10 5 2 -1 4
1 —a 0 3 1 1
c) 0 1 —a d) 0 -4 1
0 0 1 0o 0 2
1 0 0 1 -1 i
e) 110  o[-1 1 1
1 1 1 1 1 -1
1 2 -1 2 2 0 0 0
1 1 0 2 0 -1 0 0
g) 1 1 1 3 ) 0 0 3 0
-1 1 -1 -1 0 0 0 -5
a) Calculer le carré de la matrice de transition de I’exemple 9, page 13,

et donner une interprétation des éléments de P2.

b) Vérifier a ’aide de la matrice X = (3

6) que P-(P-X)=P%. X.

c) Calculer P~! et donner une interprétation du produit P~ - X.

Chercher les matrices élémentaires d’ordre 2 et 3. Vérifier qu’elles sont
inversibles et trouver leurs inverses.

Pour quelles valeurs de A les matrices suivantes sont-elles inversibles ?

&) <i g) B <2—+/\/\ 2i,\>

A—2 A48 A-4 A—83 2 3
c) 1 6 -1 d [2a-1 4 —4
-4 1 =2 AA 2

A Taide d’opérations élémentaires, déterminer I'inverse de la matrice

4 3 8 7
1 1 2 2
1 0 3 1
-2 -3 -6 —4

A=



Réponses

69. On donne un systéme d’équations linéaires. Ecrire la matrice associée
des coefficients, chercher la matrice inverse et, & ’aide de celle-ci, ré-
soudre les systémes suivants.

2c + y — 3z = -1
a){ 4z — by + 6z = 3
6z + 2y — 8z = 0
2 + y — 3z = -—17
by 4z — by + 6z = 73
6z + 2y — 8z = -—40
2 + y — 3z = -7
c) 4z — by + 6z = 0
6 + 2y — 8 = -4

70. On considére la matrice A =

Calculer A=1, A2 (A%)~1, (A~

2 1
11
1)2 et définir A2,

71. Montrer que la matrice inverse d’une matrice diagonale inversible est
une matrice diagonale.

72. A Taide des propriétés des matrices, montrer que la matrice inverse
d’une matrice symétrique inversible est une matrice symétrique.

Réponses aux exercices du chapitre 1

1. a)oui b)non c¢)non d)oui e)oui f)non

2. a) §={(1;-3)} b) 5={(-1;2)}
c) S=o d) S={(\;5+2)) | xeR}
e) S={1+4x\;)N) | eR} f) S=0
8. a) S§={(1;2;3)} b) §={(7;-1;3)}
o) S={1-X;=2+X)N|) eR} d) S=o
T 2 9
4. a) [y |=-1 | +A[5
z 0 1

b) C’est le point d’intersection de trois plans.

c¢) Pour obtenir un systéme impossible, on choisit I'’équation d’un plan
qui est strictement paralléle a la droite d’intersection des deux plans
donnés. Par exemple v : 3z — 5y — 2z = 10.
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Pour obtenir un systéme indéterminé, on choisit I’équation d’un
plan qui contient la droite d’intersection des deux plans donnés.
Par exemple v : 4o — 7Ty — z = 15 (somme des deux équations

données).
5 z—13 = z+3 T + oy = 13
T 4T g % — z = 3

6. S={(T+2a—-30+4y;2;8;7)| 8,7y R}
wa0 (34)6)-03)

3 —4 T —-11
b) -7 6 ) —\ 19
4 -2\ -10

1

© (6 3
4 —2

QR B e e 8w
|
i

% P
N < 8

8. a) S={(6+3X—3u;X;—5+4u;u) |\ pueR}
b) S=o
o) S={{15-1;2;3)}
9. Non
1 1 1 1 5
10. a) A= 2? ;l g 1 et B= _g
-1 1 -1 1 7
En résolvant, on trouve p(z) = —z°% + 222 + 4.
xz zz z; 1 1
1
b) A= xﬁ xg v et B= |9
o] o mg 1 Ya
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Réponses

1 -3 1 -3

0 k—2 1 |k-—2

0 0 1—k| k-2
Si k =1, le systéme est impossible; S = @.
Si k = 2, le systéme est indéterminé; S = {(—3 +3A;\;0) | A € R}
Dans tous les autres cas (c’est le k de le dire), le systéme est régulier;

g_ [(E+1 kK k-2
T W\k-1k-1""k-1/J

T, + T2 + x3 = =2 T1 + To + T3 = 2
—x1 +x2+3x3 = 3 et —x1+x0+3x3 = 1
221 + 229 —dx3 = —4 21 + 220 —daxs = 1

Les soluti g (=3, L a0 e (152ed tivement
€S solutions son 2,2, e ,2,2 respectivement.
6|7
105
8|3
2
1
n(n2+) i 1.
1 11 .
.11 1. 111
1 i1, 1 11
11 i 1
a) 1 1 b) 1
11 .1 1
1 1.
1
1

Pour ameéliorer la lisibilité, les zéros ont été remplacés par des points.

c F
Graphe possible : \
A D E
B

0 1 0 01 0 00 01
01100 11000
M=]00011|louM=|01000
0 00 0O 0 01 0O
1 0 0 00 10100
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18. a) 60% b) 48% c) 44%
-4 0 -2 1 -1 -3 -8 —6
8ll s 3 — b)<—6 3—5) C)<6—8)
-2 0 -1 . : -8 2 3
d) s 0 1 e) impossible f) (13 3 0 >
20. a) 3 x4 b)2x3 c)nxnetlxl
_ (-6 12 -1 T2 =
nas-(% 2 0)  wo-(} ]
c) E= <2a;— 3) , a €R d) pas de solution
5 20
120 110 90 1130 3950
e a2 A= <200 180 210) ' (‘11 150> B (1930 6850)

Ce tableau indique les frais totaux (en CHF) liés au stockage et au
transport des articles entreposés dans chaque magasin.

stockage transport

magasin 1 1130 3950
magasin 2 1930 6850
2 35 8 74
.0 a5- (23 9):(5) - ()

2 3 5

b) C-A= (200 300).<1 L a

>=(7oo 1800  2200)

6
c) (C-A)-B= (700 1800 2200)- (4

):(33400)
10

ouC-(A-B)= (200 300)- (Zg) — (33400)

d) Recette totale C - D = (200 300) - (gg) = (42000)

Profit total C- D —C-A-B = (8600) ouC-(D— A- B)

0 -1 -2
24.a)<0 1 2) b) (7) c) (11)
0



Réponses

25. {A-B)='B-'"A=(5 2 1)

0 20 15 3 1 5 3 3 4
26.2) 5 14 11 by 3 11 7 ol 1 11 18
-5 6 4 4 18 10 5 7 10
9 50 45 2 58 41 7 -18 3
d)| 4 29 25 e)| 7 37 21 Nl 2 -1 3
—2 15 14 ~12 18 13 12 —f -4
0 —-10 —1 1 23 1 36
g 5 -3 5 h| 0 1 2 o1 3
2 -4 -5 001 00 1

0 0 0 ac+bd 0 ab
27.a)<0 O) b)(o : ) c><0 b2)
0 0 ac 0 0 O
28.a)N2=| 0 0 O ,N*=[ 0 0 0 | pourn>3
0 0 O 0 0 O
1 n-a nb+"("2_1)ac

b)uUr=10 1 n-c
0 0 1
0 1 0
C)Rz— 0 0 1 =R R =I;,R*'=R
1 0 0
1 0 n
Hrr=[01 0
0 0 1

29. b)( 2 ba> avec b # 0,
v 0 0 0 0 10 ¢ 10
ainsique (o o1 (. 1), o) lo 1
2 1 3 2 5 3 8 b5
2 _ 3 _ 4 _ 5 _
0. 0= (2 D.wom (3 Dam (S Y=t 9.
a b
31. (_b a)
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1 Calcul matriciel

1 2 -1 1
32.a)A—<3 4)etB—(0 1)

1 2k 224k
33. A= 0 1 2k
0 0 i
01 00 101 1
1 0 11 , |0 3 11
34.a).M—0101 b)M_1121
0110 11 1 2

Les éléments de M? indiquent le nombre de chemins différents de lon-
gueur 2 qui permettent de relier deux points du graphe. Par exemple,
il y a un seul chemin de longueur 2 entre A et D (ABD), mais pour

aller de C' vers C, on peut choisir CBC ou CDC.

0.48 0.42 0.34
35. P2=| 024 026 0.28
0.28 0.32 0.38

Un élément g;; de cette matrice est la probabilité que, si un jour est

dans I’état £}, le surlendemain sera dans I’état E;.
1 0 1 0
36. Dy(—3) = <o _3> et S21(7) = <7 1)
0
0
4

00 10
BT, By = 0 1], Ds(4) = {0 1
10 00

38. d) Multiplier une matrice & droite par Pis revient & en permuter les
colonnes. Pyg est aussi le résultat de 'opération Cy «— Cs appliquée
4 la matrice unité f. Multiplier une matrice a droite par Ds()\)
revient & en multiplier la deuxiéme colonne par A. Dy () est aussi
le résultat de opération A\Cy — Cs appliquée & la matrice unité
I. Multiplier une matrice a droite par Si12()\) revient & ajouter a
sa deuxiéme colonne A fois la premiére. S12(\) est aussi le résultat

de l'opération Cy + AC; — Cy appliquée & la matrice unité Is.

39. a) On a appliqué Ly < Ly et la matrice se nomme Poy.

b) On a appliqué L3 — 3L, — L3 et la matrice se nomme S3;(—3).
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40.

41.

42.
43.
44.
45.
46.

47.

49.
50.

51.

Réponses

c) On a appliqué Ly + 7L3 — Lo et la matrice se nomme S23(7).
d) On a appliqué —4Ly; — Lo et la matrice se nomme Do (—4).

b) Permuter les i-iéme et j-iéme colonnes de A, autrement dit appli-
quer l'opération C; < C; & la matrice A, revient a effectuer la
multiplication A - P;;.

Si A # 0, multiplier la j-iéme colonne de A par A, autrement dit
appliquer I'opération AC; — C; a la matrice A, revient & effectuer
la multiplication A - D;(A).

Ajouter a la j-iéme colonne de A un multiple A fois la i-iéme colonne,
autrement dit appliquer I'opération C; 4+ AC; — C; & la matrice A,
revient & effectuer la multiplication A - S;;(A).

)
)

a) Cy+5C3 — Cyet C3+2C; — Cs
)

a) Appliquer l'opération L; < L; deux fois de suite revient a ne rien
changer & la matrice unité.

b) Appliquer successivement %Li — L; et AL; — L; & la matrice I,
ne la modifie pas.

c) Appliquer successivement L; — AL; — L; puis L; + AL; — L; a la
matrice I, ne la modifie pas.

d) Appliquer L; + pL;j — L; puis L; + AL; — L; & la matrice unité
revient & lui appliquer directement L; + (A + p)L; — L;.

a=8,b=11,c=-2,d=zz
a="79b=24,c=—12

Det(P;;) = —1, Det (D;(A)) = A, Det (S;;(\)) =1
a=z2—(a+P)z, b= 2 —-TA+2,c=2m—4

Det(A) = 11, Det(B) = —1,Det(A + B) = 5.

On en déduit que, en général, Det(A + B) # Det(A) + Det(B).

a) n!

b) Pour n = 20, environ 28 jours; pour n = 30, environ 8 400 milliards

années.

S=_p3t:_p7u:p71}=0’w=3p

a=0,b=(x—-1)(z—a),c=—(t+2)(t—-2)(t—4),
d=(z - y)(y - 2)(z — 2)(zy + yz + 27)
a)z=aouz="» b) méme solution que a)

o1



1 Calcul matriciel

52.

56.

5T7.

58.

59.

60.

61.

63.

52

a=27,b=512,c= (eh— gf)(ps —rq)

a) S={(1;-3)} b) §={(-1;2)}

c) S=o ) ={(A;5+2)\) | A e R}
e) $={(0;0)} f) S={(};2) [rxeR}

La solution des exercices ¢), d) et f) ne peut pas étre obtenue a l’aide
de la régle de Cramer car le déterminant du systéme est nul.

a) Sim=1,S={2-X;A) |2 eR}LSim=-1,5=2.
-2 2(m*4+m+1)
m+1’ m+1

_ 1 . Sm—1 _—1
b) Slm__g,S_Q,SmOIlS—{<3m+173m+1>}

Dans tous les autres cas, S =

Siaz# —%, le systéme admet une solution unique.
Sia= —9 et b # —m le systéme est impossible.
Sia= —— et b= —10 le systéme est indéterminé.
a) §={(-2;-5;2)} b) S={(3:1;4)}

) S={(A LN [XeR} d) §={(9;4;1)}
La solution de ’exercice c) ne peut pas étre obtenue a I’aide de la régle
de Cramer car le déterminant du systéme est nul.

T3 = 9
Sim=18={1-A—-p;A;p) | A peR}
Sim=-2,5={(A;4+X;)) | ) eR}
Dans tous les autres cas, S = {(m;2;-2)}

2 —8
a) i s b) non inversible

- 2

1 0 it 1 a

A I we (—a 1 )

e) Sia#0eta#l, 1 <—a ¢ > f)  non inversible

N

— N

|
-

[3S] i v
I of

|
Nlél [l



Réponses

L[5 4 -1
64. a) non inversible b) 5 10 12 -3
0 1 1
1 a a? ; 8 9 _5
00 1 0 0 12
10 0 (101
g |=1 1 0 H ozlo1 1
0 -1 1 110
10 o0 o0
0 -1 0 0
g) non inversible h) 0 o .
3
0 0 o0 -1
0.9075 0.1850
F
65. a) P = ( 0.0925 0.8150)
1 0.9 —0.1 2.47
_1_— _1. z
i O.85<—0.05 ggg | AL 4 (6.53>donne la

répartition de la population (millions en ville/campagne) de 1990

66. Matrices élémentaires d’ordre 2

NS

()" =sa-n= () 7)
Matrices élémentaires d’ordre 3
(Py)™t = Py, (Di(N) ™" = Di(2), (Sis(\) ™ = Si3(=A)

67. a) A€ R\ {—4,4}, b) AeR, ¢) Ae R\ {3}, d) AeR\ {-1,4}

6 —-21 -4 -1
2 -8 -2 -1
—1 3 1 0
-3 12 2 1

68. A7l =
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1 Calcul matriciel

69. A7l=— 68 2

1 -1
-1 __
70. A _<_1 2),

72. Indication : ‘A = A, (

54

c) (—16;—38;—21)



