Chapitre 2
Algebre (2°™¢ partie)

2.1 Fractions rationnelles

Une fraction rationnelle est une fraction dont les numérateur et dénominateur sont des poly-
noémes

. . N polyndome
fraction rationnelle =— = ————
D polynéme

Exemple 2.1.

2x 1 . .
———, —,x — 3 sont des fractions rationnelles.
22+ 8y x

2.1.1 Simplifications de fractions rationnelles

On ne peut simplifier une fraction rationnelle que si le numérateur N et le dénominateur D ne
sont constitués que d’un seul terme et s’ils ont un facteur commun.

N -B B
SiN:A-BetD:A-CalorsE:j—‘c:5
ATTENTION!
N _ A+B Fﬂx B
D A+C C
N A+B Fﬂx B
D A.C C
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Exemple 2.2.

x2+3x+2_

Simplifi
a) Simplifier o

9 _
b) Simplifi =
) Simplifier Fr — 10

2> —4dr+3

Simplifier ——— =
c¢) Simpli er
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2.1.2 Multiplication et division de fractions rationnelles

On multiplie et on divise les fractions rationnelles en suivant le méme principe qu’avec les

fractions ordinaires.

P
Q
Exemple 2.3.
) 5 aty
a) /= — =
x3yS 10
b) 3x—6_2x+4:
r+2 x-—2
1
1) —_— =
¢) (&—1) x?2—4x+3

d)

x2 T o242

o b

’+x—30  4dr4+24

>
I

O
Ol v

Sy

et

o

Ol v

| &

o
Sy

O

N
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2.1.3 Addition et soustraction de fractions rationnelles

Si deux fractions rationnelles ont le méme dénominateur, on obtient leur somme en additionnant
leurs numérateurs.

. . . N B | . L
Si les fractions rationnelles ) et 6 n’ont pas le méme dénominateur, pour calculer leur somme,

1) on détermine un dénominateur commun R,

2) on les amplifie : N N et B _ Lk
D R Q R
3) on obtient ensuite leur somme en additionnant les nouveaux numérateurs et en conservant
le dénominateur commun
N B N B N+PB

D @ R TR R
Exemple 2.4.

a) 3x+6
r+2 x+2

4 r—8
24+6x+8 22—2—6

b)

3 r+1
2 —2x 4 —2x
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2.2 Equations rationnelles

Une équation rationnelle est une équation comportant une ou plusieurs fractions rationnelles.

Pour résoudre une telle équation :

¢ On détermine tout d’abord les valeurs a exclure en calculant les zéros des dénominateurs.

o En multipliant par le dénominateur commun, on obtient une nouvelle équation, appelée ré-
solvante, qui n’est pas équivalente a I’équation initiale, mais qui contient toutes les solutions

de I’équation de départ.

Exemple 2.5.
2

a) Résoudre 1'équation rte_°

T T+ 2

2x 3 243
b) Résoudre I’équati —

) Résoudre equalonx_lJraijl o
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2.3 Isolation d’une variable dans une équation

Exemple 2.6. Vitesse moyenne

distance

On a la relation Vitesse = ————
temps

Donc, si V est la vitesse, d est la distance et t est le temps, on a
V=-
t

a) Résoudre la formule ci-dessus relativement a d.

b) Résoudre la formule ci-dessus relativement a t.
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Exemple 2.7. Aire d’un trapeze

L’aire S d’un trapeze de bases a et ¢ et de hauteur h est

donnée par
a—+c

2

S = h

a) Résoudre la formule ci-dessus relativement a h.

b) Résoudre la formule ci-dessus relativement a a.
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2.4 Systemes d’équations

2.4.1 Systémes linéaires d’équations

Lorsque I'on résout un systéme linéaire d’équations a plusieurs inconnues, on obtient un systeme
équivalent (c’est-a-dire qui admet les mémes solutions) lorsque :

e On permute deux équations.
e On multiplie les deux membres d'une équation par un nombre réel non nul.

e On additionne ou soustrait deux équations membre a membre et 'on remplace l'une des
deux équations par la nouvelle.

e On substitue une inconnue : pour cela, on résout I'une des équations relativement a une
inconnue et ’on remplace dans les autres équations cette inconnue par I’expression trouvée.

Exemple 2.8.
20+ 3y = —4

Soit le systeme d’équations {
dr —y =6

1) Résoudre ce systeme a l'aide de la méthode par combinaisons linéaires (c’est & dire en
utilisant les trois premiers principes d’équivalence donnés ci-dessus).

2) Résoudre ce systeme a l'aide de la méthode par substitution.
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Exemple 2.9.
9r — 5y — 3z =2
Soit le systeme d’équations § —2x + 3y + 2 =8
or+2y+22=14

1) Résoudre ce systéme a l'aide de la méthode par combinaisons linéaires.

2) Résoudre ce systeme a l'aide de la méthode par substitution.
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2.4.2 Systéme linéaire impossible ou indéterminé
Un systeme linéaire n’admet pas toujours une unique solution : il peut étre impossible ou

posséder une infinité de solutions. Dans ce dernier cas, on dit que le systeme est indéterminé
et on donne ses solutions a ’aide d’un ou plusieurs parametres.

Exemple 2.10.

1) Résoudre le systeme 2r+3y = 1
2) Résoudre le systeme 22+3y = 1
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2.4.3 Systémes non linéaires

Pour résoudre un syteme non linéaire, on utilise la méthode de substitution.

Exemple 2.11.

Résoudre le systeme
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2.5 Exercices

2.1
Rendre les fractions rationnelles irréductibles:
54a3b3 2x — 2y xr— 1z
) s 4) ) —
15a°b? 3y — 3x 4 4 203 + 22
_ 2,,2,,3 2 _ 2 2 _
%) 16u“v=w 5) a i ) 3z 21z + 36
—4udvw? (a—0) 222 — 122+ 18
r—1 2 — 16 x5 — 125
3 6) ——— 9) ———
)255—2 )x2—5x+4 ) 2 — 25
2.2

Effectuer et réduire:

1) a+7 a*—1 ) 922 — 4 924 — 623 + 422
a—1 2a+14 322 —bxr +2 27x* + 8z
2) r+5 , 22+10 2 —6x4+9 22 —2
T x-38 ) 2—-1  z-3
zT+y 2 2
3 - 6z —dx —6  2x° — 3w
) (o) . .

2 —4 T+ 2

22+z 2 — 22

4) 5u? + 12u + 4 u? —2u
z—1 23 9) 1 : 2
u* — 16 25u® + 20u + 4
5) T+ 2 . x?—4
20 — 3~ 22?2 — 3x
2.3

Effectuer et réduire:

1) T +x+6 6) T 4 1 B 2
z+3 x+3 r+1 -1 22-1
%) T z+6 7)33—3 2x
zr+3 x+3 r+3 224+5x+6
6 3z 1 m 2m +1
_ Q) — — _
3) 2 —4 22 -4 >m m2—1 m—m3
4) 2 n 9 ) 2y +1 _ 6y n 3
3r+1  (Bz+1)2 v+ay+4 -4 y—2
5 2a—1 a++5 13 — bz 3z 3z —5
© 10 -
5) a a? + a3 )6x2—6+x+1 3r — 3
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2.4

Effectuer et réduire:

b () G

( N 2z ) ( 2z 2)} o 4a2?
T - -
x—2/) \x—2 22 —4

2)

4 20 —1 2% — 92 (1 2x n 1 )
20 —1 2z +1

Soit la formule de la loi de gravitation de Newton

mM

F:@.d2

ou F' est la force de gravitation, G la constante gravitationnelle, m et M les masses des
deux corps et d la distance entre les centres de gravité de ces corps.

1) Exprimer m en fonction de F'; G, M et d.

2) Exprimer d en fonction de F'; G, m et M.

2.6

w
On rencontre en mécanique les formules W = F's, P = - et s = vt.

Exprimer P en fonction de F' et v.

2.7

1
On rencontre en mécanique les formules £ = mgh et £ = §mv2.

Exprimer v en fonction de g et h.

2.8
Résoudre les équations suivantes apres avoir déterminé leur ensemble de définition.
) r—1 3x-35 5) r 3z —4
20 —1 4dx—2 r—1 (r—1) (v —2)
> +r+1 750 720
2) ———M— = 5) — +6=
) 20 +2 v ) x * )
1 1 3 1 6
3) +2=0 ) P
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2.9

Résoudre les équations ci-dessous:

r—4
T+ 8

1) =0

_9°=59

g2 —8g+ 15

203 — 8x? — 1

3) T 8 096:53:
r—5

1 -1
T+ _2x:x

2)

4

Résoudre les systemes d’équations :

r+y =1
g {rrn !

rT—y

R

0 { T oy
.

1) 122 -5y =29
dr—3y=11

r+ y=19
2z -3y =11

122+ 11y =6
3y— 2x=24

63x+ Ty=273

20+ 3y=4
3y+10x =40

21z + 8y+66=0
287 — 23y — 13 =0

d
Uk
{ 72+ 14y = 330
)|
i

Résoudre les systemes linéaires ci-dessous :

6) 4x r 12
r+3 -3  22-9
t 2 8

7

>t—2 t+2 t2 —4

8)x+4 1 4
T r+4  x2+4x
1 5 4

9 -

>x—x 24+ -1
20 —4y =2

4){ r—2y =1

5) 2x4+4y =5
r+2y =2

6) 2z4+3y =4
dor+6y 10

10)

2x4+3y+22=41
8xr+5y =31
Ty =21

2¢ —3y+22=41
Sr+ 3y =10—-=z2
9z =27

Tr—4y—52z=>56
3y—2z=13
Sr —3y =22

r+y+ z=25
rT—y+ z2=25
x +22z2=2y—-10

74

Gymnase de Burier



CHAPITRE 2. ALGEBRE (2¢™° PARTIE)

r— y— 2=6 20 4+3y+42=47
11) r—2y—32=10 14) § 3z4+5y—4z=2
Sr+6y+ z2=2 dr+Ty—22=31
3z—-2y— x=17 20+ y— z=1
12) ¢ 2y+3z—2x =236 15) r+2y+ z2=238
S5r+2y— z=10 3x— y+22=7
3r— y+ z2=29
13) r+3y+302=6
r— y+ z=17
2.12
Résoudre les systemes suivants:
r+ y=9 2? +y? — 22— 2y =23
b {xz— 2_9 3) ’ '
Y 2r—y=-—4
1+1_11
2){ x y 10 " 2?2 4+ y? — 8z — 8y =193
r+ y=11 2?2 +y? 4+ 122 — 8y = —27
2.13
Résoudre les systémes suivants:
2oy — 3y= ? +y? =34
1) 2 g ) _ __
y? —4dxy=—15 ry — (r+y)=—13
v_y_ b EAN
2y = 6 4) {22y
z+ y=30 zy+ 1=0
2.14

Une personne échange des pieces de 2 francs contre des pieces de 5 francs. Pour la méme
somme, elle a alors 102 pieces de moins qu’auparavant. Quelle est cette somme ?

.15

Une bouteille et son bouchon cotitent 105 francs. La bouteille cotite 100 francs de plus que
le bouchon. Quel est le prix du bouchon? Quel est le prix de la bouteille ?

.16

La relation entre la température ¢ sur 1’échelle Celsius et la température f sur 1’échelle
Fahrenheit est donnée par ¢ = 2 - (f — 32).

1) Donner la température qui s’exprime par le méme nombre dans les deux échelles.

2) Pour quelle température le nombre lu sur ’échelle de Fahrenheit est-il le double du
nombre lu sur 1’échelle de Celsius ?
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2.17

Jean dit a Pierre : "Donne-moi cinq de tes billes et nous en aurons autant I'un que 'autre”.
Celui-ci répond : "Donne m’en dix des tiennes et j’en aurai le double de ce qu’il te restera”.
Combien chacun avait-il de billes ?

2.18

La somme des chiffres d’'un nombre entier de trois chiffres est 18. Si ’'on permute le premier
chiffre(depuis la gauche) et le deuxiéme, le nombre augmente de 180. Si 'on permute le
deuxieme et le troisieme chiffre, le nombre augmente de 18.

Quel est ce nombre ?

2.19

Un téléphérique pratique les tarifs suivants : montée CHF 22.50, descente CHF 15.-, aller-
retour CHF 30.-. Pendant une journée, on a encaissé¢ CHF 19650.- pour 680 montées et 520
descentes. Combien de billets de chaque sorte ont-ils été vendus?

2.20

Un capital de CHF 330740.- est divisé en trois parts placées a 4%, 5% et 6%. Apres une
année, on ajoute les intéréts a chaque part et on remarque qu’on obtient trois fois la méme
somie.

Quelles étaient les parts initiales ?

2.21

Un libraire détient un certain stock d’un ouvrage. S’il vendait chaque exemplaire a 8 francs,
il ferait un bénéfice de 90 francs. Mais, obligé de liquider le stock a moitié prix, il perd au
contraire 90 francs.

Combien d’exemplaires de cet ouvrage détient-il 7

2.22

Les diagonales d'un losange different de 5 cm. Si 'on augmente la petite diagonale de 2 cm
et que 'on diminue la grande de 3 c¢m, son aire diminue de 4 cm?.
Que mesurent les diagonales de ce losange ?

2.23

Le périmetre d'un triangle rectangle mesure 110 m et I'un des cotés de son angle droit, 10
m.
Quelles sont les mesures des deux autres cotés de ce triangle ?

2.24

L’aire d'un champ rectangulaire est 31280 m?. Si 'on augmentait chacune de ses dimensions
de 1 m, laire serait augmentée de 472 m?2.
Quelles sont les deux dimensions ?
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2.6 Réponses

2.1

18)
5a2
4ow

2)7

N —

6z + 11
(3x 4+ 1)2

3a®> +2a+5
a3

10)

T+ 4

22 +5x+ 25
T+5

(w2 + 4)(2 + bu)

z—1
r+1

2 —3x—6
(x+2)(x+3)

2
(m+1)(m—1)

y+5
(y +2)?

1222 — 192 + 23

6(z + 1)(z — 1)
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2.4
1) z+3
z

) 55

Fd?
2.5 1) m= e
26 P=Fv
2.7  v=+/2gh
2.8

1) ED ={z #1}; 8= {3}

2) ED ={x #

1} S = { 2\/3’—1—1—
3) ED={x# -3etax#—-1};S= {

j
-3}

5) ED={x#0etx#5}; S ={-2525}

6) ED={x #6}; S={-3,18}
2.9

1) S = {4}

2) S = {0}

) E
)
)
4) ED={x #1et x #2}; S = {4}
)
)

u—3
3) u(l —u)
2(z —y)

Y - (22 +1)2(2z — 1)

GmM
2) d—UT

5) S ={-3}
6) S = {1;4}
7)S=10

8) S ={-3}
9) S = {2}
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2.11

1) §={(2-1)} 9) S={(51-5)}

2) §={(%:%)} 10) S ={(20;10;-5)}
3) §={(-&; %)} 11) S ={(3;-2-1)}
4) §={(43)} 12) § = {(%; 38, 2)1
6) S={(-2-3)} o
7) S = {(2:3;14)} 14) 8 ={(-%:15¥)}
8) 5 ={(3;—5;10)} 15) §={(1;2;3)}
2.12

1) §=A{(5:4)}

2) S ={(1;10); (10; 1})

3) 8 ={(-3;-2);(1;6)}

4) S ={(-11;4)}

2.13

1) §={(23)}

2) S ={(-60;90); (18;12)}

8) § = {(=5:8); (3 =5); (2 + V132 — VI3); (2 — VI3;24 VI3)

4) S={(-1;1);(1;-1)}

2.14

La somme est égale a 340 francs.

2.15

La bouteille cotite 102.50 francs et le bouchon cotite 2.50 francs.
2.16
1) —40 2) 160 °C

2.17

Jean avait 40 billes et Pierre avait 50 billes.

2.18
Le nombre est 468.

2.19

220 montées, 60 descentes et 460 aller-retour.
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2.20
CHF 111300.-; CHF 110240.- ; CHF 109200.-

2.21

Il détient 45 ouvrages.

2.22

Les diagonales de ce losange mesurent 12 cm et 17 cm.

2.23

Les deux autres cotés du triangle mesurent 49.5 m et 50.5 m.

2.24

Les deux dimensions sont 391 m et 80 m.
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