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Préface

L’idée de la série des monographies éditées par la Commission Romande de
Mathématique (CRM) a vu le jour en 1973. Visant a proposer des moyens
d’enseignement conformes aux exigences de la maturité, ces ouvrages sont
réguliérement réexaminés et remaniés.

En 1991 sortait de presse la premiére édition de Géométrie vectorielle et
analytique plane et en 1992 la premiére édition de Géométrie vectorielle et
analytique de U'espace (CRM N°23 et N°24). Ces deux ouvrages succédaient
au premier fundamentum de géométrie de la CRM Géométrie 1 paru dans
les années 80 et étaient présentés comme une alternative a celui-ci.

Dans le courant de I'année 2011, un groupe de travail fut formé afin d’en-
treprendre la rédaction d'un nouvel ouvrage de géométrie réunissant la
géométrie plane et la géométrie de 'espace dans un seul volume. Relever
un tel défi a impliqué des choix, autant dans la matiére traitée que dans
la facon de présenter les concepts. L'ampleur de ce volume témoigne de la
richesse de la matiére tant au niveau de I'exposé général que des exercices
proposés ; il aurait été difficile de tenir un exposé complet et détaillé en un
volume plus restreint.

Ce nouvel ouvrage est le fruit d'une collaboration. Il a donc donné lieu a
de multiples échanges de vue, souvent contradictoires, et a nécessité rap-
prochements et compréhension mutuelle. Il m'est agréable de remercier
tous les collégues de la CRM qui, par les remarques, critiques et sugges-
tions qu'ils ont formulées lors de nos nombreuses séances de lecture, ont
contribué a l'élaboration de cet ouvrage.

Tatiana Mantuano
Janvier 2016

Avant-propos

Ce livre constitue une refonte des deux monographies Géométrie vecto-
rielle et analytique plane et Géométrie vectorielle et analytique de 'espace
(CRM N°23 et N°24). Il se distingue de ses prédécesseurs sur plusieurs
points. La matiére a tout d’abord été regroupée en un seul volume. Il
est en effet apparu aux auteurs que les notions vectorielles fondamentales
pouvaient étre traitées simultanément dans le plan et dans l’espace et
qu’il était ainsi possible d’éviter des répétitions. Ces notions font 1'objet
des deux premiers chapitres. Les deux chapitres suivants sont consacrés
a la géometrie analytique du plan alors que les trois derniers traitent de
la géométrie analytique de 'espace. Une notice historique et une annexe
présentant quelques éléments de représentation des figures de I'espace com-
pletent I'exposé. Chaque chapitre est accompagné de nombreux exercices.
Plusieurs problemes de type examen de maturité sont également proposés
a la fin du livre. Ils doivent permettre i 1'éléve d'effectuer une synthése
des connaissances acquises et de mesurer le nivean atteint.

Conformément a la méthodologie adoptée dans les derniers ouvrages pu-
bliés par la CRM, les auteurs ont souhaité introduire autant que possible
les différentes notions par des exemples. Avant de définir de nouveaux
concepts, il faut en effet que le lecteur en pergoive la raison et 'utilité. Les
auteurs ont essayé d’étre aussi précis et rigoureux que possible dans un ma-
nuel destiné 4 des éléves de niveau gymnasial. Ils n’ont pas hésité a fournir
des explications détaillées destinées a faciliter une lecture autonome. Le
texte principal est accompagné d’un certain nombre de compléments indé-
pendants dont 1'étude peut étre, dans un premier temps, laissée de cote.
Notons enfin que plusieurs des concepts introduits dans ce livre sont repris
et généralisés dans la monographie Algébre linéaire (CRM N°28).

Les auteurs espérent que ce nouvel ouvrage répondra aux attentes du lec-
teur. Ils se plaisent a relever le caractére toujours constructif des nombreux
échanges qui ont eu lieu quant a la maniére de présenter et de structurer
la matiére. Ils remercient toutes les personnes, en particulier les membres
de la CRM, qui, par leurs remarques et suggestions, ont contribué a I’amé-
lioration du manuserit.

Commission Romande de Mathématique
Janvier 2016
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Notice historique

Les origines de la géométrie analytique

La géométrie analytique a été inventée vers 1635 par deux mathématiciens
francais : René Descartes (1596-1650) et Pierre de Fermat (1601-1665).
Ces deux mathématiciens ont introduit une nouvelle technique consistant
a repérer un point du plan par deux coordonnées. Une courbe est alors
représentée par une équation a deux variables et ses propriétés peuvent
étre étudiées a partir de cette équation. Réciproquement, toute équation
& deux variables définit une courbe plane.

La géométrie analytique de Descartes et Fermat a peu de points communs
avec celle qui est enseignée aujourd’hui au niveau gyvmnasial. Le langage
est trés différent. Il n’y a en particulier qu'un axe de coordonnées sur lequel
une origine est fixée et seules des coordonnées positives sont envisagées.
Les figures pour lesquelles Descartes donne une équation sont par ailleurs
des coniques (courbes du deuxiéme degré) ou des courbes algébriques d’un
degré supérieur et l'on ne trouve chez lui qu'une bréve allusion au fait
quune équation du premier degré représente une droite.

Au cours du 17¢ et du 18¢ siécle la géométrie analytique va se développer
dans le plan puis dans I'espace. Cet essor est 4 mettre en relation avec celui
du caleul différentiel. L'utilisation de coordonnées négatives apparait peu
a peu et est relativement bien établie au milieu du 18¢ siécle. On l'observe
en particulier dans le second tome de I'Introduction é l'analyse infinitési-
male [1748| de Leonhard Euler (1707-1783), ouvrage offrant une synthése
des connaissances de 1'époque en géométrie analytique. Les figures étu-
diées par les géométres restent cependant en premier lieu des courbes ou
des surfaces non planes et ce n'est qu'incidemment que 'on rencontre la
droite, le cercle, le plan ou la sphére dont I’étude reste confinée au domaine
de la géométrie classique. Cette situation va changer a la fin du 18¢ siécle
grice au mathématicien francais Gaspard Monge (1746-1818). Il est au-
jourd’hui avant tout connu comme le créateur de la géométrie descriptive,
technique consistant a représenter une figure de l'espace par ses projections
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sur deux plans orthogonaux. Monge a cependant aussi joué un réle impor-
tant dans I'histoire de la géométrie analytique. Il a exercé une activité
pédagogique intense & I'époque de la Révolution francaise en participant
a la création de I'Ecole polytechnique. C'est dans ce cadre qu'il donne en
1795 un cours d’application de I'analyse a la géométrie (ancien nom pour
la géométrie analytique). Les premiéres pages constituent le premier ex-
posé moderne de géométrie analytique de 'espace. Monge commence par
établir les équations de la droite et I'équation du plan. Il résout ensuite
plusieurs problémes qui constituent la base de 'enseignement gymnasial
actuel : recherche du critére de perpendicularité d'une droite et d’un plan,
calcul de la distance d'un point & un plan et d'un point & une droite, calcul
de I'angle de deux plans et de deux droites, calcul de la distance de deux
droites gauches.

Le cours de Monge se limite 4 |'espace. Il appartiendra a 'un de ses éléves,
Sylvestre Laeroix (1765-1843), d'effectuer le méme travail pour le plan.
Dans un manuel publié pour la premiére fois en 1798, Lacroix commence
ainsi par établir I'équation de la droite puis résout les problémes élémen-
taires suivants : intersection de deux droites, équation de la perpendicu-
laire & une droite par un point donné, calcul de la distance d'un point 4
une droite et de 'angle de deux droites. Lacroix donne aussi l'équation
du cercle et montre comment trouver les équations des tangentes 4 un
cercle issues d'un point extérieur a celui-ci. Stimulés par l'enseignement
de Monge et Lacroix, plusieurs mathématiciens vont publier entre 1800
et 1810 des manuels de géométrie analytique. Ces manuels présentent des
résultats nouveaux : équations des bissectrices d'un angle, des hauteurs ou
des médianes d'un triangle. Ils proposent aussi des problémes permettant
d’appliquer les techniques de base et sont, par leur contenu, proches des
notres. La principale différence a trait au langage. Nous utilisons en ef-
fet aujourd’hui le langage vectoriel. Le calcul vectoriel n'a cependant été
inventé que deux siécles aprés la géométrie analytique.

Les origines du calcul vectoriel

L’idée de grandeur vectorielle apparait d’abord en mécanique. La loi de
composition des vitesses ou des forces a I'aide du parallélogramme, connue
dés le 16° siécle, offre un premier exemple d’addition vectorielle. Cette
idée apparait aussi dans la représentation géométrique des nombies com-
plexes trouvée de maniére indépendante par plusieurs mathématiciens an
début du 19° siécle. Rappelons qu’un nombre complexe s’écrit sous la forme
z=ua-+bi ol a et b sont des nombres réels et § un symbole obéissant a la

régle de calcul 2 = —1. Un tel nombre peut étre représenté par un segment
orienté reliant 'origine O d'un systéme d’axes au point P(a; b). L'addition
des nombres complexes peut alors étre interprétée comme une addition des
lignes analogue a 'addition vectorielle. La multiplication de ces nombres
peut aussi étre interprétée géométriquement en termes de rotation et d’ho-
mothétie. La notion de vecteur et les opérations fondamentales que sont le
produit scalaire et le produit vectoriel n’apparaissent cependant qu’au deé-
but de la décennie 1840-1850 chez William Rowan Hamilton (1805-1865)
et Hermann Grassmann (1809-1877). Les travaux de Grassmann ont un
caractére en partie philosophique et n’ont été compris que tardivement. A
la différence de ceux de Hamilton, ils n’ont eu qu’une influence limitée sur
le développement du calcul vectoriel, raison pour laguelle il n'en sera pas
question dans ce qui suit.

Hamilton est I'inventeur d’un systéme de nombres appelés «quaternionss».
C’est en cherchant & généraliser a 'espace le systéme des nombres com-
plexes qu'il inventa ce nouveau systéme en 1843. Un quaternion est une
expression de la forme w4iz+jy+kz ot w, z, y et z sont des nombres réels
et i, j et k des symboles obéissant aux régles de caleul ij = k, ji = —k,
jk =14, kj = —i, ki =73, tk=—j,ii =jj=kk = —1. Le produit des
quaternions est associatif mais n’est en revanche pas commutatif. Comme
Hamilton le remarque, la partie imaginaire iz + jy + kz d'un quaternion
peut étre représentée dans I'espace par une ligne orientée reliant I'origine
O d'un systéme d’axes orthonormés au point P(z;y; z). Il appelle cette
ligne un wecteur. Un quaternion w + iz + jy + kz est donc composé d'une
partie réelle w, appelée scalaire, et d'une partie vectorielle iz + jy + kz.
Hamilton écrit un quaternion @ = Secal @ + Vect.Q = 5.Q + V.Q. Soient
a=xi+yj+ zk et o/ = z'i +y'j + 2’k deux quaternions imaginaires,
c’est-a-dire deux vecteurs. Si l'on effectue le produit de ces deux quater-
nions en tenant compte des régles de calcul indiquées ci-dessus, on trouve
aa! = —(wa' +yy'+22") +i(ye'—zy/)+j(2a'—az')+ k(zy' —ya') . On a done
S.ad = —(zz'+yy'+22') et Viad' = i(yz' —zy')+j(za' —22") +k(xy —yzx').
On reconnait ici le produit scalaire (au signe prés) et le produit vectoriel
des deux vecteurs. Hamilton remarque que la partie scalaire est égale au
produit des normes des deux vecteurs multiplié par le cosinus du supplé-
mentaire de 'angle des deux vecteurs. Il note aussi que la partie vectorielle
est un vecteur orthogonal aux deux vecteurs et dont le sens est donné par
la régle du tire-bouchon; sa norme est par ailleurs égale a l'aire du pa-
rallélogramme construit sur les deux vecteurs. On constate donc que si
I'on se restreint a des quaternions imaginaires, le calcul des quaternions de
Hamilton est identique au calcul vectoriel moderne.
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C'est précisément en restreignant le calcul des quaternions a des vecteurs
que deux physiciens intéressés par 1'électromagnétisme, Josiah Willard
Gibbs (1839-1903) et Oliver Heaviside (1850-1925), donneront vers 1880
les premiéres présentations modernes du calcul vectoriel. Celui-ci se révéle
étre un puissant outil en physique. Les années 1895-1910 sont marquées
par la parution d'une série de traités d'analyse vectorielle rédigés principa-
lement par des physiciens. 5i le calcul vectoriel apparait d’abord comme un
outil pour la physique, il offre aussi des applications géométriques et, dés
1920, on rencontre des traités de géométrie analytique utilisant le langage
vectoriel. Ceux-ci sont cependant de niveau universitaire. L'introduction
de ce langage dans 'enseignement de la géométrie analytique an niveau
gymnasial n'aura lieu que tardivement, au début des années 1950. L'un
des premiers exemples est le manuel Analytische Geometrie publié par la
Société suisse des maitres de mathématiques en 1952, La préface montre
que le langage vectoriel est a cette époque une chose nouvelle pour certains
enseignants, raison pour laquelle les auteurs proposent simultanément 1'ap-
proche analytique traditionnelle et lapproche vectorielle, Cette derniére va
par la suite s'imposer, stimulée par le développement de 'algébre linéaire
et son introduction dans l'enseignement.

Un texte original de Descartes

La Géomeétrie de Descartes est considérée comme le texte fondateur de
la géométrie analytique, Ce mémoire fut publié¢ en 1637 en annexe au
Discours de lo méthode. 11 est divisé en trois parties et 'extrait reproduit
ci-dessous se situe au début de la deuxiéme partie.

Livre Secoun. 13t

Aprés celaprenant va point a difcretion dans lacourbe,
comme C, fur lequelie fappofe que linfrrument quifert
aladefcrire eftapplique, ic tire de ce pojur € laligne
CBparalleleaGA, & pourceque CB & B A font deux
quantitds indeterminees & inconnues , ie les nomme
Tvney &l'autre x. maisaffin de trouuer le rapport de
I'voe 2 Pautre; ie confidere auffy les quantités connucs
qui determingnc la defcription de cete ligne courbe,
comme G A que icnomme ¢, KL que ic tommeé, &
N LparalleleaG A queie nomme ¢. puis i dis, comme
NLeltaL K,0ucdb,ainiCB,ouy, eft 2aBK, qui cft
b : .
parconfequent - y: &B Left L y--b, & A Lelte-
:-)- = b.deplus comme C Beft AL B, ouyi f-;.---b, ainfi
2,00 GA,eft4 LA, cux -+ ':,‘ --b.de fagon que mul-
tipliant lafeconde par la treifiefine on produitf‘i] - ab,
qui eft cfgale a xy+-yy--byqui fc produiten multi.
phant la premiere par la derniere. & ainfi Ieguation qu'if
Falloictrovuereft
Yyoey-- ";;. tay--ac

de lagnelle on connoift quelaligne EC eft du premier
genre , comme en effect elle n'eft autre qu'vne Hy-
perbole.

Publié avec I'aimable autorisation de la

Bibliothéque Nationale de France.

Descartes montre ici comment trouver I’équation d’une courbe décrite par
un moyen mécanique. Cette équation permettra ensuite de déterminer la
nature de celle-ci. Descartes a expliqué précédemment comment la courbe
représentée sur la figure est engendrée. Les points G et A sont fixes. Le
triangle rectangle K'LN se déplace de telle maniére que le coté KL glisse
sur la perpendiculaire & la droite GA par le point A. La droite GL tourne
alors autour du point G et le point d’intersection variable €' des droites
GL et KN décrit une courbe dont il faut trouver ’équation. Descartes
introduit d’abord un certain nombre de notations. Le point C est repéré par
les segments CB =y et BA = o0l CB est paralléle &4 GA. Les segments
GA = a, KL = b et NL = ¢ sont donnés. Ces notations introduites.
Descartes peut commencer son raisonnement. Comme les triangles K LN

N B
et KBC sont semblables, on a L C—, Clest-a-dire © = -7 d'on

; LK " BK b BK'
BK = P On en déduit BL = pi bet AL = 2+ -y — b. Comme
: g

5
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CB GA

les triangles CBL et GAL sont semblables, on a BL = AL c’est-a-dire
a i b b

= A > . On endédmta(—y—b):y(r+—y-b) et, en

y—b a4Zy-—b c &

P g " C 4 c

réduisant et en multipliant de chaque c6té par 7 Y- =cy—-zy+ay—ac

. b

(Mest ’équation de la courbe.

Descartes affirme sans démonstration qu'il s’agit d'une hyperbole. La mé-
thode permettant de déterminer la nature d'une courbe dont ’équation
est du deuxiéme degré est exposée plus loin, dans le cadre de la résolution
d’un autre probléme.

Le raisonnement est fondé uniquement sur la considération de triangles
semblables et sur des calculs de proportions. Les coordonnées du point C'
ne sont pas obtenues, comme nous le ferions aujourd'hui, en cherchant le
point d'intersection des droites GL et KN. Le symbolisme de Descartes
est pratiquement le méme que le nétre; seuls les signes d’'égalité et de
soustraction sont différents. On notera aussi I'écriture yy au lieu de 32
Les égalités de rapports ne sont en revanche pas exprimées de maniére
symbolique mais de maniére rhétorique, comme dans la tradition antique.
Descartes écrit ainsi que N L est éCLK comme C'B est & BK, égalité que
NL B

nous écrivons aujourd’hui — = ——.
LK BK

1 Notion de vecteur

Sauf mention contraire, chaque notion abordée dans ce chapitre est aussi
bien valable dans le plan que dans I'espace.

1.1 Introduction

Certaines notions mathématiques ou physiques telles que la distance, la
mesure d'un angle. la température, la masse ou I'altitude sont entiérement
caractérisées par un nombre (pour une unité donnée). Mais ce n’est pas le
cas de toutes les notions mathématiques et physiques.

Exemple 1. Considérons la translation envoyant le point A sur le point
A’ représentée sur la figure ci-dessous. Un nombre ne suffit pas a décrire
entiérement cette translation ; il faut encore connaitre sa direction et son
sens. On représente habituellement une telle translation 4 aide d’une
fiéche allant de A vers A’

Construisons I'image du triangle ABC.

a0

La direction de cette translation est donnée par la droite passant par A
et A’ : pour construire les images des points B et C, on commence par
tracer les paralléles a cette droite passant par B et C.

Le sens induit par cette transiation est donné par l'extrémité de la fléche :
ici la translation va de A vers A', et non de A’ vers A.

La longueur de cette translation est celle de la fléche : on reporte la
distance entre les points A et A', dans le bon sens, a partir des points B
et C'. On obtient ainsi leur image B et ',



1 Notion de vecteur

Remarquons que le choix de I'origine de la fléche n'a aucune importance.
Nous avons dessiné une fléche d’origine A car cela simplifie la compré-
hension, mais n’importe quelle fléche de méme direction, méme sens et
méme longueur permet de déterminer entiérement cette translation.

Exemple 2. Considérons une luge tirée horizontalement avec une cer-
taine force, représentée sur la figure ci-dessous par la fléche. Pour définir
entiérement cette force, on doit connaitre

1. son intensité, représentée par la longueur de la fléche,

2. sa direction, représentée par la droite suivant laguelle la force s'exerce,
3. le sens selon lequel la force s'exerce, indiqué par la pointe de Ia fléche.
Un nombre seul ne suffit pas i caractériser une force: son intensité est
une information primordiale, mais insuffisante. Il faut aussi connaitre sa
direction et son sens.

pe

Certaines notions nécessitent done un nouveau concept. celui de vecteur,
capable d’englober les aspects de direction, de sens et de longueur.

1.2 Bipoints et vecteurs

Formalisons les exemples précédents afin de parvenir & une définition ri-
goureuse de la notion de vecteur. A cet effet, nous devons dans un premier
temps définir la notion de bipoint.

1.2.1 Bipoints

Un bipoint est un couple de points (A; B). Le point A est son origine et
le point B son extrémité. On le représente habituellement par une fléche
allant de A & B.

Remarquons que, si A # B, les bipoints (A; B) et (B; A) sont distincts.

B

2" :

Bipoints et vecteurs

Deux bipoints (A4; B) et (C; D) ont la méme direction si la droite passant
par A et B est paralléle a la droite passant par C et D.

Deux bipoints (A4; B) et (C'; D) de méme direction peuvent avoir le méme
sens ou des sens opposés.
La longueur d'un bipoint (A4; B) est la distance entre A et B, notée
d(A; B).

Exemple. Considérons la figure ci-contre.

Les bipoints (A; C') et (E; D) ont méme direction.

Les bipoints (A; B) et (D;F) ont méme direc- B &

tion et méme sens, tandis que les bipoints (E; F) A

et (C; B) ont méme direction mais ont des sens

opposés. F
Les bipoints (B;C) et (D;E) ont méme direc- D E

tion, méme sens et méme longueur.

Deux bipoints (4; B) et (C; D) sont équipollents s'ils ont méme direction,
méme sens et méme longueur. On note (A; B) ~ (C; D).

Deéfinitions équivalentes de 1’équipollence

(A; B) est équipollent a (C'; D)

+ ACDB est un parallélogramme (éventuellement dégénéré)
& [AD] et [BC] ont méme milieu M

< il existe une translation envoyant A sur B et C sur D.

A B
L Cas dégénéré
Fhgp
R R ——D>8 -8 —
e v A B M C D
C D

Exemple. Sur la figure ci-dessous, on a entre autres (A; B) ~ (F:;G),
(A;G) ~ (B;H) et (F;B) ~ (G;C).

Propriété. (A; B) ~ (C; D) si et seulement si (4; C') ~ (B; D).
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1.2.2 Vecteurs

Exemple. Reprenons 'exemple de la translation.

A’ R
/ ‘\ Yo
B’ =
Aw ,,7
\ ¢

—

Les fléches sur la figure représentent des bipoints équipollents qui défi-
nissent tous la méme translation. Les bipoints (A; A'), (B; B') et (C:C")
sont des représentants d'un méme vecteur dont ils indiquent la direction,
le sens et la longueur.

Un vecteur est I'ensemble des bipoints équipollents a un bipoint donné.
L’ensemble des bipoints équipollents a (A; B) est le vecteur noté AB.

Le bipoint (4; B), ou tout autre bipoint élément de AB, est appelé repré-
sentant du veeteur AB.

L'ensemble des vecteurs du plan est noté V5 et Pensemble des vecteurs de
I'espace Vi.

N -
On peut aussi noter les vecteurs ¥.7,....d. b
un représentant.

...., sans faire référence a

Exemple. Les bipoints (A; B), (D;C), (E; F) et (H;G) de la figure ci-
dessous sont équipollents. Ils appartiennent donc tous au méme vecteur,
que l'on peut noter AB = {(A; B); (D; C); (E: F); (H; G);...} = DC =
EF =HG.

On a ainsi (A:B) € AB et (D;C) € AB, autrement dit, les bipoints
(A:; B) et (D; ) sont des représentants du vecteur AB.

H G

il W

E

A B

Tous les représentants d’un vecteur ont méme direction, méme sens et
méme longueur. Cette longueur est appelée norme du vecteur.
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Bipoints et vecteurs

Deux vecteurs U et U sont de méme direction si leurs représentants ont
méme direction.

Deux vecteurs @ et ¥ de méme direction peuvent étre de méme sens si
leurs représentants ont méme sens, ou de sens opposés si leurs représen-
tants ont des sens opposés.

Remarque. 1l faut étre attentif au fait qu'un vecteur est un ensemble
infini de bipoints. Lorsqu'on dessine une « fléche » (¢’est-a-dire un bipoint),
on dessine un des représentants du vecteur. Par abus de langage, on dira
que I'on dessine ce vecteur. Ainsi un vecteur est entiérement défini par sa
direction, son sens et sa longueur, mais ne dépend pas de son emplacement.
On peut représenter un vecteur par un bipoint de n'importe quelle origine.

Chaque vecteur posséde une infinité de représentants. On peut montrer
que, étant donné un vecteur U et un point A quelconques, il existe un
unique point 3 tel que 7 = AB.

L'ensemble des bipoints dont 1'origine et 'extrémité sont confondues est
appelé vecteur nul et est noté 0.

On a done 0 = Al (B Bl AA = BB.

Propriétés.

—

Complément. L’équipollence est une relation d’équivalence dans 'en-
semble des bipoints car on peut démontrer qu’elle est

1. réflexive :  (A; B) ~ (4; B)

2. symétrique : ((4; B) ~ (C; D)) = ((C; D) ~ (4; B))

3. transitive : ((4; B) ~ (C; D) et (C; D) ~ (E; F)) = ((A; B) ~ (E; F))
quels que soient les points A, B, C, D, E et F.

Le vecteur AB est la classe d’équivalence du bipoint (A4; B) selon la re-

lation d’équipollence

AB = {(M;N) | (M;N) ~ (4; B)}

Ainsiona AB=CD < (A;B)~ (C; D).

11
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1.3 Addition de vecteurs

Exemple 1. Considérons un bateau descendant un fleuve avec une vi-
tesse 71, le fleuve s'écoulant Ini-méme avee une vitesse .

Pour un observateur immobile posté sur la berge du fleuve, le bateau
avance avec une vitesse U, de méme direction et de méme sens que les
deux autres vitesses, dont Iintensité est la somme de celles des deux
autres vitesses.

— —
KN Uz
- -
> >
-
>
— — —
¥ =v;+v2

Exemple 2. Deux forces qui agissent simultanément sur un corps pro-
duisent le méme eflet qu’une force unique, appelée résultante de ces
forces. Simon Stevin ' a montré que la résultante F de deux forces Fy et
F; est donnée par la «régle du parallélogrammes.

Exemple 3. Considérons tine translation déterminée par le vecteur i,
suivie d’une deuxiéme translation déterminée par le vecteur ¥. Faisons
agir successivement ces deux translations sur un point A.

by A

=

U+ T

En dessinant un représentant du vecteur i d’'origine A, on obtient I'image

A" du point A par la premiére translation. En dessinant un représentant

du vecteur ¥ d'origine A, on obtient I'image A" du point A’ par la

seconde translation.

Effectuer successivernent ces deux translations revient a effectuer direc-

ternent la translation déterminée par le vecteur AA”. Ce vecteur sera
— —

appelé vecteur somme de U et U, et noté U + V.

1. Simon Stevin, physicien et mathématicien lamand, 1548-1620,

Addition de vecteurs

En généralisant ces exemples, on obtient la définition suivante.

Soient ¥ et ¥ deux vecteurs, A partir d'un pomt A quelconque, on construit
les points B et C tels que @ = AB et ¥ = BC. Le bipoint (A; C') ainsi
obtenu définit un vecteur, appelé vecteur somme des vecteurs ¥ et o,
et noté U + 7.

=}

lﬂ

Le vecteur somme ¥ + U est une des diagonales du parallélogramme
construit avec les représentants des deux vecteurs o et v.

De la définition de la somme de deux vecteurs découle immédiatement que,
quels que soient les points A, B et C, on a

AB + BC = AC
Cette égalité est appelée relation de Chasles?.

L'addition vectorielle notée +, est l‘opération interne qui associe a deux
vecteurs U et ¥ leur vecteur somme U + 7.

Propriétés. Que]s que soient les vecteurs U, U et W, on a

L. (W+)+u=0+(T+u) {associativité) ;

2 0 +T =0+ 6 v (U est I'élément neutre) ;

3. T+(- 1,') =(-T)+T=0 (tout vecteur ¥ posséde un unique
opposé noté — 1) ;

4. U+T =0+ (commutativité).

A Taide de la notion d’opposé d’un vecteur, on peut définir la soustrac-
tion vectorielle, notée —, qui est 'opération interne associant & deux
vecteurs ¥ et ¥ leur différence @ — ¥ = @ + (7).

— . .
L'opposé du vecteur AB est le vecteur BA, c’est-a-dire

BA=-AB

2. Cette appellation est propre aux pays francophones et n'est historiquement pas
justifiée. Dans son Traité de géométrie supérieure (1852), le géometre francais Michel
Chasles {1703-1880) utilise en effet la relation ac = ab-+-be uniquement pour des segments
sur une droite orientée. La notion de vecteur n'apparait pas dans le livre de Chasles.
Elle ne sera formalisée que vers 1880 (cf. notice historique).

13
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1.4 Multiplication d’un vecteur par un nombre

= . . .
Exemple 1. On exerce une force F' sur un objet. Si 'on exerce une
force de méme direction et de méme sens que la force initiale, mais d 'une
= = = 3 N — 2
intensité triple, on dira qu’on exerce une force 3F sur I'objet.

F 3F
— ® =

—s —
Le vecteur 3F est un vecteur de méme direction et de méme sens que F',
mais de norme triple.

Exemple 2. Soit un vecteur v. La somme T+ 7 est un vecteur de méme

direction et de méme sens que T, mais de norme double. Ce vecteur sera

noté 27,

De méme, la somme U + ¥ + T est un vecteur de méme direction et de
— 4 oy

méme sens que v, de norme triple. Ce vecteur sera noté 3.

o 2 37
¥ - -
> =
? » > > > =
v+ U v+ T+ T

Par analogie, la somme —7 + (—7) est un vecteur de méme direction
que U, de sens opposé et de norme double. Ce vecteur sera noté —27.

3 —2%
= - —
(—)+(-7)

En généralisant les exemples précédents a des nombres réels quelconques,
on obtient la définition suivante.

Le produit d’un vecteur ¥ par un nombre réel A, noté A- ¥ ou aussi
AT, est le vecteur de méme direction que 7. de méme sens que U si A est
positif et de sens opposé si A est négatif, et dont la norme est celle de ¥
multipliée par |A|.

La multiplication d’un vecteur par un nombre réel est 'opération
externe qui associe 4 un nombre réel A et 4 un vecteur ¥ leur produit A7,

Le nombre réel A est souvent appelé scalaire.
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C'ombinaisons linéaires

Propriétés. Quels que soient les vecteurs U et T et les nombres réels
et 1, on a les propriétés suivantes.

1. 1¥9=17

2. (M)T = A(u7)

3. A+ )T = 0 +u7
4. NT+7T)=)T+A7
5 A0=10

6. (—1)7=-7

1 " o T
Remarque. Le vecteur AAB peut aussi étre défini comme le vecteur A’ B’
ott A’ et B' sont les images des points A et B par une homothétie de centre
quelconque et de rapport A.

Complément. Pour démontrer que 'addition vectorielle et la multipli-
cation d'un vecteur par un nombre réel sont des opérations bien définies,
il faut prouver d'abord qu’elles ne dépendent pas du choix des représen-
tants des vecteurs. Il faut aussi voir que 'on peut toujours effectuer une
telle construction, ce qui découle directement du complément précédent
page 11.

On déduit des propriétés de l'addition vectorielle et de la multiplication
d'un vecteur par un nombre réel que (Va;+;-) et {Va;+:.) sont des es-
paces vectoriels®

1.5 Combinaisons linéaires

Exemple 1. Considérons les vectenurs W et ¥ représentés sur la figure ci-
dessous. A partir de ces deux vecteurs, on peut « construire » les vecteurs
3% + 27 et —5W + 37,

3u + 27

=g
27

3 b
31“ — —
—51 + 3%

—=h

I

3w .
—
u
//

A

=l

On dit que les vecteurs 3% + 27 et —5% + 37 sont des combinaisons
linéaires des vecteurs U et .

3. Pour plus d'informations sur les espaces vectoriels, voir Algébre linéaire, CRM
NO28.

15
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i - T a= o
Exemple 2. De méme, le vecteur 2a — b + 3¢ est une combinaison
Ly
iy tix
linéaire des vecteurs @, b et ©.

Sias, -3 On SONE des nombres réels et U1, 0a,. ... 0, sont des vecteurs, le
vecteur T = 01 + asls + ...+ @, 0, est une combmajson linéaire de
ces vecteurs

Deux vecteurs (du plan ou de 'espace) sont colinéaires si et seulement si
I'un est le produit de l'autre par un nombre réel.

Exemple. Considérons les vecteurs suivants.

C"l

o 3
a et b sont colinéaires car @ = —%2

—- . B —= —
. - ©
a .é% N /
L
b et (J sont colinéaires car b = —2¢€ —+ =

@ et € sont colinéaires car a =
= a z N‘
zd.

[¥™)

T et d sont colinéaires car ¢ =

=

Remarque. On dédnit immédiatement de la définition que
—
1. tout vecteur U est colinéaire au vecteur nul car 0 = 07 ;

2. deux vecteurs non nuls sont colinéaires si et seulement si ils ont méme
direction.

Trois vecteurs de l'espace V5 sont coplanaires si I'un d’eux au moins est
combinaison linéaire des deux autres.

Exemple. Sur la figure ci-dessous, les vecteurs @, ¥ et @ sont copla-
naires car i = 4% + 27. Remarquons que ces trois vecteurs peuvent étre
représentés dans le méme plan.

Les vecteurs ?_, i et U ne sont pas coplanaires car aucun de ces trois
vecteurs ne peut étre écrit comme combinaison linéaire des deux autres.
Remarquons qu'il est impossible de représenter ces trois vecteurs dans
un méme plan.
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Combinaisons linéaires

Remarques.

1. Si @ et ¥ sont deux vecteurs non colinéaires et @ est un vecteur
quelconque, alors U, ¥ et & sont coplanaires si et seulement si il existe
deux nombres réels A et u tels que @ = A7 + u .

2. Le vecteur nul et deux vecteurs quelconques sont toujours coplanaires
car 0 =07 + 0%, quels que soient les vecteurs 7 et .

Complément.
Des vecteurs sont linédairement dépendants si I'un d’eux au moins est
combinaison linéaire des autres. Dans le cas contraire, ces vecteurs sont
linéairement indépendants.
On en déduit immédiatement que deux vecteurs sont linéairement dé-
pendants si et seulement si ils sont colinéaires. De meme, trois vecteurs
de l'espace sont linéairement dépendants si et seulement si ils sont co-
planaires. Ainsi, la notion de dépendance linéaire généralise celles de
colinéarité et de coplanarité.
De plus, si @ est un vecteur quelconque et ¥ est un vecteur non nul, on a
i et U sont linéairement dépendants <« T et T sont colinéaires
& u=A7
& 1T-A7=0.

On en déduit que deux vecteurs @ et 7 sont linéairement dépendants si
et seulement si le vecteur nul s’écrit comme combinaison linéaire de 7 et
7, avec au moins un coefficient non nul. Si un des deux vecteurs au moins
est nul, le résultat est évident, De méme, si ¥ est un vecteur quelconque
de I'espace et ¥ et @ sont deux vecteurs de l'espace non colinéaires, on
a
i, T et @ lindairement dépendants < 7 et W coplanaires

& U=AT +uw

& 18— AT — ;.L‘H,"‘ = ﬁ
Alnsi trois vecteurs ¥, T et & sont linéairement dépendants si et seule-
ment si le vecteur nul s’éerit comme combinaison linéaire de %, ¥ et i,
avec au moins un coefficient non nul. i au moins deux des vecteurs sont
colinéaires, le résultat est évident.

—
w

Plus généralement, les vecteurs v7,#%,...,0n sont linéairement dépen-
dants si et seulement si le vecteur nul s'écrit comme combinaison li-
néaire de ces n vecteurs avec au moins un coefficient non nul, autre-

ment dit s’il existe des nombres réels a1, ..., o, non tous nuls tels que
—

Q107 + aols + ... + anty = 0.

Ainsi les vecteurs oy, 73, . . . , Un sont linéairement indépendants si et seule-

ment si la seule combinaison linéaire donnant le vecteur nul est celle dont
tous les coefficients sont nuls, autrement dit, on a

(xli’f+azt_ff+...+an_'u_'n=ﬁ¢(a1=Oet. az =0... et oy =0)

17
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1.6 Bases et composantes

1.6.1 Deéfinitions

Exemple. Soient 1 et ¥ deux vecteurs non colinéaires du plan et @ un
vecteur quelconque.

v — Pl . . . + .
Sur la figure, le vecteur @ peut s'écrire comne combinaison linéaire des
— —- — — — ’ s
vecteurs U et U car @ = 2W + 37V. On remarque par ailleurs que c’est la
seule maniére d’écrire @ comme combinaison linéaire de ces deux vecteurs
non eolinéaires,

On peut généraliser cet exemple & n'importe quel vecteur @ du plan a
I'aide du théoréme suivant,

Théoréme 1. Tout vecteur de V5 s'écrit de maniére unique comme comni-
binaison linéaire de deux vecteurs non colinéaires de Vs.

Une base de V5 est un couple de vecteurs non colinéaires.

Si (e1;ez2) est une base de V; et ¥ = zey + yes, alors z et y sont appelées
respectivement premiére et seconde composante du vecteur ¥ dans la
base (e1;€z).

On note ¥ = (ﬁ)

Toutes les bases de V5 comprennent deux vecteurs; on dit que V5 est de
dimension 2.

Remarque. L'ordre des composantes est essentiel : la premiére se rap-
porte au premier vecteur de base, et la seconde au second vecteur de base.

Par exemple, les vecteurs 7 = (;) et T = (?) représentés sur la figure

sont deux vecteurs distinets.
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Bases et composantes

Exemple. Soient W, U et @ trois vecteurs non coplanaires de I'espace
et @ un vecteur quelconque.

Sur la figure, le vecteur @ peut s'écrire comme combinaison linéaire des
vecteurs i, U et W car @ = U + 2% + 3. On remarque par ailleurs que
c'est la seule maniére d’'écrire @ comme combinaison linéaire de ces trois

vecteurs non coplanaires,

On peut généraliser cet exemple & n'importe quel vecteur @ de 'espace &
I'aide du théoréme suivant.

Théoréme 2. Tout vecteur de Vi s'écrit de maniére unique comme com-
binaison linéaire de trois vecteurs non coplanaires de Va.

Une base de V5 est un triplet de vecteurs non coplanaires.
Si (e1;e3:€3) est une base de V3 et U = xe; +yes + 2€3, alors z, y et z sont
appelées respectivement premiére, deuxi¢me et troisiéme composante du
vecteur U dans la base (€7; ez2; €3).

T
Onnote ¥ = | y

2z

Toutes les bases de V3 comprennent trois vecteurs; on dit que Vi est de
dimension 3.
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1 Notion de vecteur

1.6.2 Opérations sur les composantes des vecteurs

- - 2
Exemple. Dans la base (€1;¢€z), considérons les vecteurs @ = (l) et

—-

U= (_13) représentés sur la figure ci-dessous.

- = — —
On remarque que les composantes du vecteur w + v dans la base (€7 ez)

soni i 2y = (2 i !
sont U= 9 — 1 =Y

7=()
& ¥= (—13)
U+ T :

On peut généraliser 'exemple précédent a 'aide du théoréme suivant,
énoncé et démontré dans le plan, mais aussi valable dans l'espace en ajou-
tant une troisiéme composante.

2

5 U (8 : ! i
Théoréme 3. Soient @ = (_;) et ¥ = (v ) deux vecteurs exprimeés
1] 2

dans une base (é1:&5) de Vo et A € R. Alors
pwo=(B)+ (1) = (212)
o o s + Vo
2. AT =) (_“‘1) - (’\”1).
U2 )\u-z

Démonstration.
1. W+ U = (ujeq + usez) + (vieg + veez)

—r — u; + v
= (uy +v1)e7 + (uz +v9)éz = (Ul + ?_‘;)

2. AW = Mu1€] + ueé3) = Mui€y) + AMuqés)

= (Au1)er + (Aup)@ = ()‘“1)

Atio
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Bases et composantes

2 1
Exemple. Soient @ = [ 1 | et ¥ = | —1 | exprimés dans une base
-3 4
de V.
2 1 3 2 6
Onat@+7v=|1|+[-1]=1{0 e =31 |=|3
-3 4 1 -3 -9

1.6.3 Déterminant
Exemple. I est aisé de déterminer si deux vecteurs de Vs dont on connait

G g 6
les composantes sont colinéaires ou non : 1 = (8 et ¥ = i sont

colinéaires car @ = 2%, tandis que @ = (3) et T = (Z) ne le sont pas.

Il est en revanche plus délicat de déterminer a quelle condition les vecteurs

g (ul) v (3) e
Tt = et v = sont colinéaires.
Uz 4
— — o U1 3 3A
t Ve = =
Ona % et ¥ colinéaires (uz) A (4) (4)\)

= wm =3 etux=4)\ o A=yler.).:%r"-
N Uy b :
=4 é:f s -’-1-1,.',1—3'!12:0

Cet exemple motive la définition suivante.

i s ) Uy U1 A >
Soient les vecteurs U@ = (-ug) et T = (3 ) exprimés dans une base (é1; e3)
Up -

de V5. Le déterminant de T et T est le nombre réel

- .I'U'l v
Det(w; V) = U = 409 — upvy.
wy U2
Uy "1 twy
Soient les vecteurs ¥ = [us |, ¥ = [ v2 | et @ = [ wy | donnés dans une

us U3 w3
base (e]; €3; €3) de V3. Le déterminant de @, T et @ est le nombre réel
w W 755
Det(U; T;W) = [ug w2 wn
us U3 W3y |

| o U

|

v w

u | 1w
|1’3 w3

U U
2|, |
vz Wy

Ta Wa

= 1u (t.-‘g"tUg = U;ﬂﬂ)?) e uz(ml{;‘g = L‘:g'tb']) =5 ug(t,’l’wz — 'Ug’wl)
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1 Notion de vecteur

Remarques.

1. Dans le plan, on parle de déterminant d'ordre 2, et dans l'espace, de
déterminant d'ordre 3.

2. Dans la définition ci-dessus, le déterminant de trois vecteurs de 'espace
a été calculé en le développant selon la premiére colonne.

On peut aussi le calculer en utilisant le tableau suivant.

Det(TW, T, W) = uitiaw + ¢ Watta + Witiata — Ualaty] — Vataly — Walkta )
g U, W | w7 Wy
uz V2 wa i2 v
w3 U3 wa LU
2 = 3

Cette technique est appelée régle de Sarrus *. On prendra garde au fait
qu’elle n'est valable que pour 'ordre 3.

Le théoréme suivant généralise 'exemple donné au début du paragraphe.

Théoréme 4.

1. Soient deux vecteurs ¥ et ¥ de Va. On a
% et U colinéaires < Det(u;T) =0

2. Soient trois vecteurs i, U et W de Va. On a

-

U, T et W coplanaires < Det(W; V:W) =0

2 1 2

Exemple.Soient t=| 1 |, ¥=|-1] etd=|-2

—3 4 0
2 1 2
On caleule Det(i; v;w) = |1 -1 -2
-3 4 0

-1 =2 1 2 5] 2
- 2‘4 0‘_ ‘4 U‘_'s;—l —2‘

2.8-1.(—8)—3.0 = 16+8 = 24

Comme Det(; ;W) # 0, les vecteurs @, ¥ et W ne sont pas coplanaires.

1. Pierre Frédéric Sarrus, 1798-1861, mathématicien frangais.
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Repéres et coordonnées

1.7 Repéres et coordonnées

1.7.1 Définitions

Pour repérer un point dans le plan ou dans l'espace, on a non seulement

besoin d'une base, comme pour les vecteurs, mais on a aussi besoin d'un

point de référence.

Un repére du plan est un triplet (O;€7;€z2) ot O est un point du plan

et (€]:€3) est une base de Vs, appelée base associée au repére. Le point

O se nomme origine du repére.

y . . - - " g 7 .

Si O, A et B sont trois points non alignés, (0; OA; OB) est un repére du

plan.

Dans un repére (O;€71; €3), les coordonnées d'un point M du plan sont
—_

les composantes du vecteur OM dans la base associée (e1;e3).

M(z;y)

Autrement dit

Dans la base (e7; e3) Dans le repére (O;e7; e3)
e — —» £I
OM = zej + yé; = (y) M(z;y)
r et y sont les composantes du z et y sont les coordonnées du
vecteur OM point M

La premiére coordonnée du point est 'abscisse et la seconde 1'ordonnée.

Un repére de 'espace est un quadruplet (O;&1: &5; €3) ou O est un point
de l'espace et (€7;€3;€3) est une base de Vi, appelée base associée au
repére. Le point O se nomme origine du repére.

¥ g . — —— b
Si 0, A, B et C sont quatre points non coplanaires, (0; OA; OB; 0OC) est
un repére de 'espace.
Dans un repére (O; €7; €3 €3), les coordonnées d'un point M de l'espace
sont les composantes du vecteur OM dans la base associée (€7; &3; 23 ).
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1 Notion de vecteur

-
SiOM = | y |, onnote M(a;y; z).
z

La premiére coordonnée du point est l'abscisse, la deuxiéme 'ordonnée
et la troisiéme la cote.

Pour nommer les axes et les plans de référence. on utilisera les notations
suggérées sur la figure ci-dessous.

Oz
Z Oyz
¥ &
= Oy
(0]
31 Oxy

Ox

1.7.2 Calculs avec les coordonnées des points

Afin d’alléger la lecture, les théorémes suivants sont énoncés dans le plan,
mais restent aussi valables dans I'espace, en ajoutant une troisiéme coor-
donnée.

Par convention, on note (z4;ya) les coordonnées d'un point A quelconque.

Exemple. Considérons les points A(2;1), B(4,2), C(—3;0) et D(—2:3).

On peut aisément déduire les composantes des vecteurs AB et DC'.

24

Repéres et coordonnées
—  (2\ _ [(4-2 — (1 [-8-(-9
_4;'3_(1)— (2_1) et DC—(_B)-—( 0—3 )
B(4:2)

C(—=3:0)

Cet exemple peut étre généralisé a I'aide du théoréme suivant.

Propriété.
E _ (rrB — A
Y — YA
Démonstration. ﬁ = ﬁ + C_)ﬁ — @ - E)_JI
s (LL’B) _ (IA) Ip — T
YB ya Ur —Ua
E -4
OB M
"'—/
0 —" OB
— o — OB
OA A

Propriétés. Soient A, B et C trois points.

; TA+TB YA T s .
1. Le point M ( = 5 o 5 ”3) est le milieu du segment [AB].

2. Le point G BA T 'T; a8 EC: Yot y; +Ye

triangle ABC' .

) est le centre de gravité du
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1 Notion de vecteur

Démonstration.
1. Le milieu M de [AB] vérifie

= =% J=— T4 1 '.ITB—;I'A)
1 f— —_ == -+ -
OM =0A+ QAB (yA) 5 (yB —w4

_ {za+3(zp —z4) _ 3(za —HIJB))
~ \ya+ilys —ya) 5(ya+us)

a+TB _Yat+YB
2 ' 2

Dot M (

2. La démonstration est laissée en exercice.

Exercices relatifs au chapitre 1

1.8 Exercices relatifs au chapitre 1

Bipoints et vecteurs

1

Trouver pour chacune des figures ci-dessous quelques ensembles de
bipoints

a) de méme direction;

b) de méme sens ;

c) de sens opposés;

d) équipollents.

F

On considére un hexagone régulier ABC DEF de centre O. Exprimer
plus simplement les vecteurs suivants.

a) AB + CD b) AB + FE ¢) AC — FE
d) EB + DE e) FE+ FE f) FA+ BC + AB + DD

On considére le parallélépipéde représenté ci-dessous. Exprimer plus
simplement les vecteurs suivants.

S — g
a) AB + FC ;3/'
b) AG +CD -

&) EB+CA
d) EH+DC +GA
f) AB +OC + BH +GF

E
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1 Notion de vecteur

4, On considére des points A, B, C', D et E. Exprimer plus simplement
les vecteurs suivants.

a) BD + AB + DC b) BC + DE + DC + AD + EB
¢) AC - BD - 4B d) DA~ DB - CD - BC

¢) EC —ED-+CB — DB f) AB — AC + DB — DC

5. Q_n donne les vecteurs a et
b ci-contre. Représenter les

vecteurs .
— r
2=27 d=3i2 e=-3i7 =
— l—» s :}—; — = — -g'
f=-b F=35b h=v30

%
6. On donne les vecteurs @, b et © ci-contre. Représenter les vecteurs

— — o — — — E;
= l Yy =a+¢ .
— — — L
te B LB F oz T rs2 a
——
= a=F 17 = T _T=3 a7y 3= z
g=3a+3b—-7¢ h=3a—-3b+3¢C

a) Représenter les vecteurs

— — g — — i — — — = —
i=a+b v=a+b—-7¢ w=-a+b+r¢
b) Représenter les vecteurs =, J et Z tels que
' g 3 — — =¥ — —
T+a=0b y—b="7¢ a—b=7-7%

Exercices relatifs au chapitre 1

8. On considére les vecteurs reprt‘sonteq dans la figure ci-dessous.

—

a) Représenter 19‘; vecteurs d = 3@ +4b — 5¢, € =20 —3b st
F=iB7-3)-17

N
b) Exprimer les vecteurs 7, ¥, ¢ et U comme combinaisons linéaires
—
de @ et b.

9. On (“OI]‘:ldél"L‘ le para]lcleplpede 45( DEFGH de l'exercice 3. On pose
1:45’ —4Du—4E0tt AF.

a) ]:,xpnmer les vecteurs AG, AD, BD, DH, BF, B_ﬁ, EG et EC
comme combinaisons linéaires de u, ¥ et w.

b) On note M le milieu de [FG], N celui de [HG] et P le centre

du parall¢logramme ABCD. Exprimer les vecteurs EP, EM, EN,

NM. FN. NP et PM comme combinaisons linéaires de &, U et .

¢) On considére le point J tel que BJ — 'BC—I— lB’F Exprun(,r le

vecteur AJ comme combinaison linéaire de @, T et 7.

10. On considére une pvmnnde de :Qrilmet S dont la base ABCD est un
parallélogramme. On pose 1 W= =8A4,7 = =SBet® = SC. Exprimer les
vecteurs AC, BD, AB, BC, AD et SD comme combinaisons linéaires
de U, U et .

11. On considére le parallélépipede ABCDEFGH de 'exercice 3. Dans
chacun des cas suivants, déterminer si les trois vecteurs donnés sont
coplanaires. Le cas échéant, exprimer I'un d'eux comme combinaison

linéaire des deux autres.

a) GH, AE, DG b) GF, EB, CD
¢) DB, EG, AB d) DF, EC, GH
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1 Notion de vecteur

12. On considére le prisme représenté ci-contre
dont les bases sont des hexagones réguliers.
Dans chacun des ecas suivants, déterminer si
les trois vecteurs donnés sont coplanaires.
Le cas échéant, exprimer 'un d’eux comme
combinaison linéaire des deux autres.

a) ﬂ EB_C?
b) LG, ID, KB
o) AF, JD, Tl

13. On donne trois points non alignés O, A et B et A un nombre réel.
a) Construire les points C, D et E tels que 00 = QO_*A, OD = %Efﬁ
et OF = —204.
b) Quel est I'ensemble des points M tels que OM = \OA?

c) Construlre les pomts F, G et H tels s que OF = 204 + OB,
0G = —OA—rOB et OH = —2()4+OB

d) Quel est 'ensemble des points N tels que ON = XOA + OB?

e) Construire les points I, J, K et L tels que oT = 204 - b_ﬁ,
OJ = —-0A+20B, OK = 30A— 10B et OL = JOA + }OB.

f) Quel est 'ensemble des points P tels que OP = \OA + (1 —)\)(ﬁ ?

Bases

Dans les exercices suivants, les composantes des vecteurs sont données rela-
tivement 4 une base B = (€7; é3) ou B = (&71; e3; &3 ), sauf mention contraire.

14. On considére le parallélogramme ABC D et les milieux M, N, P et
@ de ses cotés. Donner les compo- D Vi ¢

- & &

santes de des vecteurs AB AD 4M
462, N AP AO OB. QPetCU

a) dans la base B) = (A_E: E)
b) dans la base B; = (ﬁ W)

30

Exercices relatifs au chapitre 1

15. On considére I'hexagone régulier ABCDEF' de centre O. Donner les
composantes des vecteurs 4B CB,

FA, EA, EC, DB, EB, OA, OB, - -
OC, OD et OF

a) dans la base B, = (OA; (ﬁ?.);

b) dans la base By = (EF; Eﬁ); F C
c) dans la base By = (EA: ﬁ);

d) dans la base By = (OE: E)

16. On considére le parallélépipede ABCDEFGH et les points K, M. R,
Set T (M et R étant les milieux respectifs de [CG] et [BC] ).

S

Donner les composantes des vecteurs AB, AC, AD, AE, AF Ad,
AH AM AS AR et AK dans les bases suivantes.

a) B, = (AB; AD: AE) b) By = (CM;CD; BR)

17. On considére les vecteurs U = Gl) et T = (_32) Calculer les com-
posantes des vecteurs et les représenter.
a) w4+ v b)u -7 c) 2% — 37 d) - +:

B3l
=l

. 5 4 1
18. On considére les vecteurs @ = , b= ( ) et ¢ = (2)
=347 0
Calculer les composantes des vecteurs

a)3T—4b+ 7 b) @ —2b +4i¢ c) -5 —3b — 82
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1 Notion de vecteur

19.

20.

A0

22,

23.

32

On considére les vecteurs @ = (Z) b = (Eg) et ¢ = (125)

ek o3
Déterminer les nombres réels o et 3 tels que a@ + 36 =

—

Exprimer le vecteur 7 comme combinaison linéaire des vecteurs @ et
b dans les cas suivants.

(5= (e )
7= ()5 (r-()
52 3)

Déterminer m pour que les deux vecteurs @ = (

oo

- m? 41
)('t = (m+2

soient colinéaires.

Parmi les vecteurs suivants, déterminer ceux qui sont colinéaires.

0 =0 0

On comsidére les vecteurs d = (_?2)7 b = (_53) et T = (g) Deé-

terminer un nomble X et un vecteur T colinéaire au \«ectcur @ tels
que T + A b=

Exercices relatifs au chapitre 1

24. On considére la figure ci-dessous.

~ \\,>( \/>-<

a) Représenter dans la base B = (¢1;e3) les vecteurs

-5 7-() - (3) 7-(%) ()

b) Représenter les vecteurs b+ et 3D +2¢ et donner leurs com-
posantes dans la base B.

N

25. On consideére la figure ci-dessous et la base B = (E; ;i?]

Onpose3=ﬁ,3—GH, —TJetd

a) Représenter les vecteurs 7 = (11) ( ) ¥ = (_12) et
2

U= (_'3) donnés dans la base B.
T2

b) Représenter les vecteurs ¥ = 2% — b et @ = 3¢ —(d - ?)
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1 Notion de vecteur

26.

27,

28.

34

—

g
¢) Trouver les composantes des vecteurs @, b, C. d.

base B.

d) Calculer les composantes de AB et AC dans la base (d; ?;)

—
e) Déterminer deux nombres réels A et ytels que @ + Ab =

1 0
On consideére les vecteurs @ = | =3 |, ?7} = 8
2 -5
35 -2
-y
d=| 14 | et €= | -1
—10 0

a) Calculer les composantes des vecteurs i = 24d — b 55 2:1!.,
T =—C+3¢. W= %E’—;(‘de et T =20 +30 - 2.

b) Montrer que les vecteurs @, b et @ sont coplanaires.

2 9

On considére les vecteurs a = —4_% b= i

3 15

0 1 —15 —3
d=|o|l,2=|-2|,F=|-10|letT=]| 6

0 4 —25 —12

Déterminer ceux qui sont colinéaires.

Déterminer si les trois vecteurs suivants sont coplanaires.

2 -3 1 1 -3
aj | =1 0 -2 by |1, 5 |,
5 2 12 0 2
1 3 5 2 3
c) % —% =2 d) —% —10
-3/ \1/ \} 1) \3

T et W dans la

tajon

29.

30.

31

32.

Exercices relatifs au chapitre 1

Exprimer 7 comme combinaison linéaire de @, 3 et ©
3 —16 0
a) @ 5 T=10
2 52
| 11
b) @ 3 - 1
0 2 1
[ i -1 4
¢c) @ 1 ]l = —l = 1 |; ®= 2
-1 1 1 —12
1 T
d) @ = 8 | F=1]8
—1 4

6 ~ 9 0
On considére les vecteurs @ = [ =2 |, b= 3 | et €= | -3

a) Déterminer le vecteur 7 tel que T + 2@ = b — 2.
1
2

b) Déterminer le vecteur @ tel que 6(¢ — @ + 14 +25=0
¢) Déterminer le vecteur t tel que 5¢ — @ = ¢ -31)+ g?

Utiliser des déterminants pour trouver parmi les vecteurs suivants les-

quels sont colinéaires.
sl 8
— ? ? = 3
—4

Sl

21

— 2

a — o3
—15

=21 (=L RN

Utiliser des déterminants pour trouver parmi les vecteurs suivants les-
quels sont coplanaires.

2 - 2 -3 " —13
&= |T b=|(-3 T=] 1 gd=1f 9

0 -5 1 13



1 Notion de vecteur

Repéres

Sauf mention contraire, dans les exercices suivants, les coordonnées des

: . 5 — — — — —
points sont données dans un repére (O;e);ez) du plan ou (O;ée7;éd: €3)
de l'espace. Les composantes des vecteurs sont exprimées dans les bases

associées,

33. On considére ’hexagone régulier
ci-contre,
Donner les coordonnées des 19
points représentés dans le repére
a) Ry = (0 CTFE)?)
—_—
b) Re = (0; 0A;0C)

34. On considére 'octaédre régulier ci-
contre.
Donner les coordonnées des 21
points représentés dans le repére
a) Ry = (0;04;0B; OE)
b) Rs = (A; AB; AD; AE)

35. On considére la figure ci-dessous.

36

36.

37

38.

39.

40.

Exercices relatifs au chapitre 1

a) Représenter les points suivants dont les coordonnées sont données
dans le repére (O; OF;OFE,).
M(4;2) N(-3;3) P(—4;-4) Q(2;3) R(1;-3)
5(0; —3) T(5;0) U(-1;—4) V(-2;3)

b) Trouver les coordonnées de ces points dans le repére (O; (ﬁ LTS"].

¢) Calculer les composantes dans la base (EjE;lOEg} des vecteurs
MN, MP, NP, PM, ST, UFP et PS.

On considére les points A(—5;3), B(6;1), C(0;2), D(7;7), E(—3;—5)

ct F'(—6;0).

a) Représenter les vecteurs E, CD et EF , puis déterminer leurs
composantes.

b) Déterminer les coordonnées du point M tel que EM = CD.

¢) Déterminer les coordonnées du point NV tel que NA = EF.

A s g F o — —_—
d) Deéterminer les coordonnées du point P tel que AP = PF.

On considére les points A(6;1), B(1;5) et C(—4;1). Déterminer les
coordonnées du point D de sorte que le quadrilatére ABCD soit un
parallélogramme.

Soient les points A(5;2;—3), B(8;0;5), C(—2;—4;1) et D(4;—6;3).

Calculer les composantes des vecteurs suivants.

a) AB b) BD
c) Cli' L d) AD—I—CB_’ .
e) BC — AC + DB f) 4CD — 3(CA + BC)

Soient A(—3;1) et B(6;5). Calculer les coordonnées du point M, mi-
lieu du segment [AB].

Soient A(1; —3;8) et B(10:9; 2). Déterminer les coordonnées du point
P situé au tiers du segment [AB] a partir de A.
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1 Notion de vecteur

41.

42.

43.

44,

45.

46,

47.

33

Soit G le centre de gravité d’un triangle ABC.

a) Montrer que &: = %(U_Ab 4+ (E' + ()_C')

b) En déduire les coordonnées de G & partir de celles de A, de B et
de C.

On considére les points A(—3;4), B(5;—2) et C(1:8).

a) Trouver les coordonnées des milieux respectifs A, B’ et €' des
segments [BC], [AC] et [AB].

b) Calculer les composantes des vecteurs AA', BB’ et CC”,

¢) En déduire les composantes de la somme AA' + BB’ + CC’.

Dans un triangle ABC, on considére A’ le milieu de [BC], B’ celui de
[AC] et C' celui de [AB]. Montrer que

a) C'B' = 1BC b) A4 + BB +CC' =10

On considére les points A(—4;2), B(1;3) et C(2:5). Calculer les coor-
données des milieux des cotés du triangle ABC et celles du centre de
gravité de ce triangle.

a) Trouver les coordonnées du troisiéme sommet C' d'un triangle ABC
dont on connait A(6; —1), B(—2;6) et le centre de gravité G(3;4).

b) Méme question pour A(10;6), B(—6;4) et G(—1;—4).

On considére le point P(a; 3) (o # 0, 8 % 0). Déterminer un point
X de l'axe Ox et un point ¥ de I'axe Oy tels que P soit le milieu du
segment [XY].

Soient A un nombre réel et ABC un triangle. On considére les points
A, B' et C' tels que BA = ABC, CB = \CA et AC' = MB.
a) Montrer que, pour tout point M, on a

MA' 4+ MB' + MC' = MA + MB + MC

48.

49,

50.

51.

52

53.

54.

Exercices relatifs au chapitre 1

b) En déduire que les triangles ABC et A’B'C’ ont le méme centre
de gravité.

Montrer que les milieux des cétés d'un quadrilatére quelconque sont
les sommets d'un parallélogramme.

On considére les points M(1;2). N(—1;0) et P(1; —1). Trouver le point
@ tel que le quadrilatére M N P(Q soit un parallélogramme.

On considére les points R(2;5), S(1:2), T(z;3) et U(6:y). Trouver
les nombres x et y pour que le quadrilatére RSTU soit un parallélo-
gramme.

On considére les points R(—3; —2), §(2;5), T'(3:9) et U(—10;y). Trou-
ver le nombre y pour que le quadrilatére RSTU soit un trapéze dont
les bases sont [RS] et [TU].

On considére les points A(2; —1) et B(0;3).
a) Déterminer le point C' tel que le centre de gravité du triangle ABC
goit 'origine O du repére.

b) Déterminer ensuite le point D tel que le quadrilatére ABC'D soit
un parallélogramme.

On considére les points A(0;1), B(1;1), P(5;0) et Q(1;1). Trouver
le point M de la droite (AB) et le point N de 'axe Oy pour que le
quadrilatére PQMN soit un parallélogramme.

On considére deux parallélogrammes ABCD et AB'CD’ ayant deux
sommets communs A et . Montrer que le quadrilatére BB' DD’ est
un parallélogramme.
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55.

56.

57.

o8.

50.

60.

40

On considére les points A, B et C ci-dessous. Calculer les coordonnées
du sommet D du parallélogramme ABCD, celles des milieux M, N,
P, et @ des cotés [AB], [BC|, [CD] et [DA] respectivement ainsi que
celles des centres de gravité G et Gy respectifs des triangles ABC et
CDA.

a) A(—4;1;3), B(4;3;6) et C(4;—6;3)
b) A(—1:;8;2), B(4:5;—1) et C(2:7:1)

On considére deux sommets 4 et B d'un parallélogramme ABC D,
ainsi que le point d’intersection P de ses diagonales. Calculer les co-
ordonnées des deux autres sommets C' et D.

a) A(3;—2;5), B(7;5;10) et P(5;4;6)
b) A(5:4;—4), B(9;6;3) et P(6;—1;0)

On considére les quatre points A(3; —2;1), B(1;5;—2), C(0;—4;5) et
D(—4;—8; 7). Calculer les coordonnées des points M, N, P et @, mi-
lieux respectifs des eotés [AB], [BC|, [CD] et [DA] et montrer que
MNPQ est un parallélogramme.

On considére les points M (0; 8: —2) et N(4;2:4).
a) Trouver les coordonnées des images M’ et N' de M et N par la
symétrie centrale de centre P(—2;—1;7).

b) Trouver les coordonnées des images M” et N de M et N par I'ho-
mothétie de centre H(2; —3:5) et de rapport —2.

Les points A, B et ' ci-dessous sont-ils alignés ?
a) A(2;3), B(1;6) et C(4; —~3)
b) A(1;-1), B(3;1) et C(—2;3)

c) A(—56,84), B(16; —24) et Cf-8_: 12)

Les points A, B et ' ci-dessous sont-ils alignés 7
a) A(3;1;—1), B(2;0;4) et C(—3;2;5)
b) A(2;-1;0), B(1;1;-2) et C'(4; —5;—11)

61.

62.

63.

64.

65.

66.

Exercices relatifs au chapitre 1

) A(3:1 % B(2; 1:3) et C(9;4; 1)
d) A(13;— 2} B(—5; —10;26) et C(—38;12;60)
o Aldi-1-9) B - D w058 -4

Déterminer le nombre réel o pour que les points A. B et C ci-dessous
soient alignés.

a) A(1;2), B(—=3;3) et C(ey; 1)

b) A(2;a), B(Ta —29;5) et C(—4:2)

Déterminer les nombres réels a, 3 et v pour que les points suivants
soient alignés.

A(3;-5), B(=4:4), C(2;a), D(1 — 3;2 + 8) et E(—11 — T7: 13+ 9v)

Les points ci-dessous sont-ils coplanaires 7

a) A(0;2;4), B(1;-1;3), C(—8;2;1) et D(—6; —4; 1)
b) A(5:2:1), B(—6;3;—2), C(2;5:2) et D(0;0;—2)

c) A(0;2:4), B(1;—-4;-3), C(0;2;0) et D(1;1;-1)

Déterminer le nombre réel 2 pour que les points A(1;1;9), B(5; §;14),
C(0;—3;0) et D(—3; —3;2) soient coplanaires.
On corlsidere les points A(5; —3; 2), B(4; —5;9), C(1;1;6), D(2;—-1;7),

B3, 4 2:5) et F(3; —1;4).
a,) \Iontrer que les points A, C et F sont alignés, ainsi que les points
A. Det E. les points B, C et D et les points B, E et F.

b) Déterminer les coordonnées des milieux M, N et P des segments
[AB], [CE] et [DF] respectivement et montrer que M, N et P sont
alignés.

On considére les points A(2; —3;0), B(4;2;5), C(—3;1;4), D(5;3;12)
et E(—8; —22;—43). Calculer les coordonnées des centres de gravité
Gy, Gy et G5 des triangles ABC, BOD et C'DE respectivement et
montrer que ces trois points sont alignés.
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Réponses

Notion de vecteur
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1 Notion de vecteur

17, ¢

18.

19.
20.

21.
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22,

23.

24,

25.

26.

27.
28.
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33.

Réponses

—

5
s cet g

- —+ = —
T

€ est colinéaire a tous; @, d et h; b et

105
= 35 ot P = 29
A=gget r= 30
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o, T
2l
I
TN
|, o
il
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e) A=3 p=4
( 72 8] a1 0
=\ 14 7 =|-21 T=| 4 t=1o0
—11 11 -4 0
d colinéaire 3 tous; @, Tet T; b et f
a) oui b) non ¢) non d) oui

a) 43 +55 +22 b)) @+3b+2¢ )3T —4b 52
d) impossible

e 6 ;[ 54
T=|13 =10 7= = | 3
7 -2 14

— . T——

a et b sont colinéaires.

o= A — .

b, ¢ et d sont coplanaires.

a) A(=1;1) B(-1;0) C(0;—1) D(1;-1) E(1:0)

F(0;1) G(-3:3) H(=3:0) I1(0;-3)  J(3-3)
K(1;0) L(0;3) M(-%23) N(-%33%) 00
Pl-3—3) @&—-3 REG=p 83
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1 Notion de vecteur

b) A(1;0) B(1;1) C(0; 1) D(-1;:0)  EBE(-1;-1)
F(0;-1)  G(:;0) H(i b 1(0; 1) J(—%;0)
Ri-L -1 It N D 0(0;0)

34. a) A(1;0;0) B(0;1;0) C(-1;0;0) D(0;-1;0)
E(0:0:1) F(0;0;—1) G(-1:-40)  H(%:-L0)
F(5105 7) HBigi—s)  K(-g5i%g) EB-g3)
M(L0-L)  N@O:L -1 00:0,0) P(—10:-1)
Q:—3:i—3) R(-%x3) SG-%3) TG0
{~3:30)
b) A(0:0;0) B(1;0:0) {1:1:0) D(0;1;0)
E(0;0;1) F(1;1;-1) G(3:1;0) H(0; 4:0)
I(0;0; %) J(1:0:3) K(3:4:4) L(0; $;: %)
M(zi3:i-3) Nlig-3)  0(330) P(l;1:~3)
Q(%:1-3) RGigs) $(05 33 3) T(3:0;0)
U(1; 3;0)
35.a) M(1;3) N(=3;0)  P(0;—4) Q(—5:2) R(Z-1)
S(3-3) T@E:g) U3i-3) Vi(-3:3)
— (T —3 (-8 =3 [-1 == (8
b) MN = MP — B — =
) MN = (7 ) MP = _6> NP = (_7) PM = (6)
=2 (5 p—— == (4
-()) op-(F) m-(Y)

36. a) AB = (11) oD = (D . (—3
b) M(4;0) c¢) N(-2;-2)

37. D(1;-3)

46

38.

39,
40.
42,

44.
45.
46.
49.
50.
51.
52.
53.
59,

56.

57.
58.

Réponses
3 —4 T
a) | -2 b) | —6 c)| 6
8 -2 —4
9 1 33
) | —4 e) | 8 f) | —14
10 —6 32
M(%;3)
P(4;1;6)
A'(3;8), B'(-1:6) et C'(1:1);
_‘.F‘_ 6 ! _6 1 D
AA _(_1),33 (8)@06- =(_T)-,
AL+ BB + 00 = (g)
Mi(3:4), Ma(—1;3), Ma(—2; 3) et G(-3; 12)
a) C(5;7) b) C(-17;-22)
X(2a50) et Y(0;203)
Q(3:1)
r=5ety=286
y =—2
a) C(-2:—=2) b) D(0;—6)
M(3:1), N(0;3)
a) D(—4;-8;0) M(0:2;3) N(4:—-2:2) P(0;-T:3)
Q(-4-%:3) Gi(§i—-34) Ga(-3;-1;2
) D(=3:10;4)  M(3:4:3)  N(3:6,0) P(-3 ¥:8)
Q(-2;9;3) G353 Gi-3%:D)

a) C(7;10;7) et D(3;3;2)
M(23—-1), N(%;1:2), P(~2;-6;6) et Q(—1; —5:4)
a) M'(—4;—10;16) et N'(—8; —4;10)
b) M"(6; —25;19) et N"(—2;-13;7)
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1 Notion de vecteur

59.a)oui b)non c)oul

60. a)non b)non ¢)oui d)non e)oui

= 42
61.a)5 b)1lou =

62.{}:—% I;‘j:ffz{ veR
63. a) ouli b} oui ¢) non
64. z =—2

85. M(2;—4;3), N(F5:—32: %) et P(

86. G1(1;0;3), G2(22;7) et G3(—2; —6; —9)

2 Norme, angle et produit
scalaire

Le chapitre précédent a permis d'introduire le concept de vecteur et de
définir deux opérations fondamentales : I'addition vectorielle et la multi-
plication par un nombre réel. Il s’agit maintenant de présenter les notions
nécessaires a la résolution de problémes métriques comme le calcul de la
distance entre deux points ou de I'angle de deux vecteurs. Cees notions sont
la norme d'un vecteur et le produit scalaire de deux vecteurs.

2.1 Norme d’un vecteur

Il a déja été mentionné au paragraphe 1.2.2 que la norme d’un vecteur @
est la longueur d'un de ses représentants. On la note || @|.

Propriétés. Soient @ et b deux vecteurs et A un nombre réel.
1. |@]| >0

2. |8l=0T=0

3. A2 = Al [ <]

4. ||'a + T;H <|IZ| + ||E’| (inégalité triangulaire)

Un vecteur est unitaire si sa norme est égale a 1.

2.2 Angle de deux vecteurs

On considére deux vecteurs @ et b non nuls et @ un point quelconque.
On_sil;lt qu’il existe exactement un point A et un point B tels que OA = @
et OB = 1.
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2 Norme, angle et produit scalaire

L'angle des vecteurs @ et b est I'angle des demi-droites [OA) et [OB).
On peut montrer que cet angle ne dépend pas du choix du point O.

A

—
a

\3‘
b B

-

Deux vecteurs @ et b sont orthogonaux si leur angle est un angle droit.
On note @ L b. Le vecteur nul est par convention orthogonal a tous les
vecteurs.

Une base (e1; €2) de Vs est orthonormeée si les vecteurs qui la constituent
sont unitaires et orthogonanx :

El=lgEl=1 & &l

Une base (e7; e2; e3) de V3 est orthonormaée si les vecteurs qui la consti-
tuent sont unitaires et orthogonaux deux a deux :

nwzr

lei =le] = el =1 et & L& & L&etasLa.

On dira de méme qu'un repére du plan ou de I'espace est orthonormé si la
base associée est orthonormée.

2.3 Calcul de la norme d’un vecteur

Dorénavant, nous considérerons toujours des bases et des repéres ortho-
normeés.

-5 3
Exemple. Considérons le vecteur a = (_1)

8
I ‘
5}
5

3ei

Calcul de la norme d’un vecteur
Comme les vecteurs é1 et € sont orthogonaux et unitaires, on a par le
théoréme de Pythagore

1) = ||3&3]® + ||14e3])® = 9||&3]|® + 16]|3||® = 9 + 16 = 25.

Dout | Z|| = /25 = 5.

Généralisons l'exemple ci-dessus a un vecteur quelconque @ = ( 1). On
a

a || @)% = |la1&7]|? + [|a2és || = a?||&1||> + a||E3]|2 = a2 + a2. On en déduit

ay
De maniére analogue, si @ = | az | est un vecteur quelconque de Vi, on a
as
I —
— / ;
€] = \/ai + a3 + a3

e 1 1
Remarque. Si @ est un vecteur non nul, alors Gl a et —Wa’ sont
a @
les deux seuls vecteurs unitaires colinéaires a @.
2
_2 —3
Exemple. Soit @ = | 2 |. Ona |[@| = 3. Les vecteurs ¥ = | 2
1 1
3
2
3
o 2 =0 —— e
et u'= [ —2 | sont unitaires et colinéaires 4 @.
L
3
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2 Norme, angle et produit scalaire

2.4 Distance entre deux points

Soient A(za;y4) et B(xp;yg) deux points du plan. La distance 6(A; B)
. — B —TA
entre ces points est la norme du vecteur AB = (ys’ s )

On a done

§(A;B) = | AB|| = /(@5 —24)2 + (yB — ya)?

Exemple. La distance entre les points A(1:2) et B(—2;1) est égale 4

8(4;B) = /(-2 - 12+ (1 — 2)2 = V10.

De méme si A(za;ya;za) et Blzg;yp;: zg) sont deux points de 'espace,
on a

2

8(A;B) = | AB|| = /(25 —24)2 + (yB — ya)? + (2B — 24)

2.5 Produit scalaire

o i 5} T b]_ 2
Considérons deux vecteurs non nuls @ = i et b = (b donnés
2 2
dans une base orthonormée de V5. Cherchons un critére qui permette de
déterminer si @ et b sont orthogonaux ou non.

=
a

]

8l
2y l

En utilisant le théoréme de Pythagore, on a

@ LB b —a|2=|d|+| 5|
& (b —a1)? 4 (bz — a2)? = a? + a2 + b3 + b3
< b2 — 2a1by +a? + b3 — 2azby + a3 = af + a3 + b3 + b3
& —2a1b; — 2a9b, =0
< a1by +ashe =0

Produit scalaire

Ainsi deux vecteurs sont orthogonaux si et seulement si le nombre réel
a1b1 + asbz est nul. Ce nombre revét donc une importance particuliére et
motive ainsi la définition suivante. Le produit scalaire de deux vecteurs
@ et b est le nombre réel

a-b = a1b; + asgbs

Un calcul analogue dans V3 montre que @ L j < a1by + asbs + agby = 0.
Le produit scalaire de deux vecteurs @ et b est le nombre réel

o
a-b= a1 by + asbo + azbs
Nous avons montré ci-dessus que

—

ZLbaT8=0

2

3 1

Exemple. Les vecteurs @ = [ —1 | et b 4 | ne sont pas ortho-
7

gonaux card - b =3 (=1} + (-1)-44+2.7=

-1

7#0.

s
Propriétés. Quels que soient les vecteurs @, b et € et le nombre réel \
ona

1. @-b=0-% (commutativité)

28 (b+d)=2-0+2-¢C (distributivité)
3. Z-(Ab)=ANT- D)

4. @-2>0

5. 4-d=0d=0

6. =7 T =37

Remarques.

1. On prendra garde au fait que le produit scalaire de deux vecteurs n'est
pas un vecteur. mais un nombre.

g a as —a
2. Soit @ = ( 1) un vecteur non nul de V5. Alors ( A2 ) et ( 2) sont
asz -] a)

les deux seuls vecteurs orthogonaux & @ et de méme norme que @.



2 Norme, angle et produit scalaire

2.6 Expression trigonométrique du produit
scalaire

-

Théoréme 5. Soient @ et b deux vecteurs non nuls d’angle . On a
— iy o™ :
a-b=|a|llblcos(p)

Démonstration. Le théoréme du cosinus permet d’écrire

b =@|*=[[a@]* +[|b[I* — 2|l |5 cos(y).

Y
a o
b —a
_..T
(=)
=
€1

En travaillant dans Vo et en introduisant les composantes des vecteurs
dans une base orthonormeée, on obtient

S

(b1 — @1)? + (ba — a2)? = af + a3 + b3 + b3 — 2| @|| || B]| cos(y)
& —2a1by — 2ashs = —2|| T || B || cos()
& arby +asby = || || b cos(y) & @+ b = | @] || b cos(y)
On procéde de méme dans Vi, O

Le résultat précédent peut s'écrire sous la forme
-5
cos(ip) = ——=—
@l el
Propriétés.
—
1. @- b >0% p est aigu
2.4 b =0% pest droit
—
3. @+ b <0 pest obtus

i 2 - 4
Exemple. Calculer I'angle des vecteurs @ = (5) et b = (_5),

cos() = 2.445-(— 5) -17
g = V22 + Q\/42‘ \/'_\/'-

Remarque. Le théoréme précédent montre que le produit scalaire ne
dépend que des normes et de l'angle des deux vecteurs. 11 est done indé-
pendant de la bage orthonormée choisie.

= o= 119,54°

Projection orthogonale d’un vecteur sur un autre vecteur

2.7 Projection orthogonale d’un vecteur sur
un autre vecteur

Considérons deux vecteurs non nuls @ et b (de Va2 ou de V3). Choisissons
trois points O, A4 et B tels que OA =T et OB = b. Soit B le point
d’lntersectlon de la droite (OA) avec sa perpendlcula,lrc issue de B. Le

vecteur OB' = b/ est la projection orthogonale de b sur @.

Théoréme 6.

s
&
@]

=
=Y
=

b= a o | =
= a e o] =

[+

Démonstratlon. Il faut distinguer deux cas selon que 'angle ¢ des vec-
teurs @ et b est algu ou obtus.

Si p st aigu, 7+ F — L 1B cos(e) = (1@ 1¥].

b
On en déduit ||b"|| — [T”

Comme @ et b’ sont de meme sens, on a
e
a-b 1 . @b

- =
V=t v @ = = -2 @
IEAl el <] <12
Si ¢ est obtus, @+ & = || @] |7 cos(¢) = —| 7| |I&]| car cos(y) est
négatif.
Z-b

On en déduit ||5:]| = —W.
a
Comme @ et b sont de sens contraires, on a
- @b 1 70

V==V =d=-—>5- S 2= =7 B
|| el el el

—
7 3]

; |

(i

On en déduit que. dans les deux cas, on a [|B/ || =



2 Norme, angle et produit scalaire

2 1
-
Exemple. Considérons les vecteurs @ = | —1 | et b = | 5
3 =2
_98
— P — 2 7 ) —d — g‘
Onac-b=-9et|c|” =14, donc & =11 ad = 5
_2r
14
Remarques.
_,
1. Si le vecteur @ est unitaire, on obtient | - | |6
—» —p
2. Sur la figure ci-dessous, les trois vecteurs by, b et bg ont méme projec-
. — —
tion orthogonale sur le vecteur @. Onaa by =a by =7 -bg=a - b

a6

Exercices relatifs au chapitre 2

2.8 Exercices relatifs au chapitre 2

Dans les exercices suivants, les coordonnées des points sont données relati-
vement & un repére orthonormeé (O; &7; €3) ou (O; £7; €3; €3) du plan ou de
I'espace et les composantes des vecteurs sont relatives a la base associée.

Norme

1. Montrer que les vecteurs suivants sont unitaires.

4 - —1 732 5 —
| e ] iz fr= P 41 = = 2
g=il = b = " &= d = N
5 VAL 2
2. On considére les vectewrs @ = (i) b = (_01) e = (_83) et
i _ 2
d = 2
V2
I

a) Calculer les normes de ces vecteurs.
b) Calculer ensuite les composantes des vecteurs unitaires colinéaires
. - i — g
respectivernent aux vecteurs @, b, ¢ et d.

1 1 3
3. On considére les vecteurs a = 2 P o= f =1 0] et
—2 1 -3
N -5
d =1 12
0

a) Calmlm les normes de ces vecteurs ainsi que celles des vecteurs
T+b.@—detd@+0b+7.

b) Calculer ensuite les composantes des vecteurs unitaires colinéaires
» . I S —>
et de sens contraire respectivement aux vecteurs @, b, ¢ et d.
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2 Norme, angle et produit scalaire

(<]

10.

58

" 2
Soit le vecteur @ = ( )

-7
a) Déterminer les vecteurs unitaires colinéaires au vecteur @.

b) Déterminer les vecteurs de norme 5 colinéaires au vecteur @.

14
Soit le vecteur @ = | —8
bal
a) Deéterminer les vecteurs unitaires colinéaires au vecteur @.

b) Déterminer les vecteurs de norme 9 colinéaires au vecteur @.

Calculer la distance entre les points 4 et B suivants.
a) A(5;—3;1), B(3;0;9) b) A(—2;10;5), B(8;4;—10)
c) A(0;0;1), B(5;6;7) d) A(0;0;0), B(8& —3;9)

Montrer que le quadrilatére ABC D est un losange.
a) A(4:0;—-3), B(10;2;0), C(8; —1;6) et D(2;:—3;3)
b) A(3:4;-2), B(10;5; —6), C(5:9; —1) et D(—2;8:3)

On considére les points A(4; —1) et B(—5;11). Déterminer les points
de la droite (AB) situés a une distance 3 de A.

— =0
On considére les vecteurs @ = (2) et b = ( 4"), Déterminer & pour

-, BT o4 ” AT P
que le vecteur @ + kb ait une norme egale a V82

On considére les points A(1;3), B(—8;12) et €'(1:2): Calculer les lon-
gueurs des cotés du triangle ABC.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Exercices relatifs au chapitre 2

Vérifier que le triangle de sommets A(—4; —2), B(%; 2) et C(2; - 18)
est isocele. Calculer ensuite son aire.

Montrer que les trois points A(—F:—%:;%), B(-5:0;—%) et

C(- 2_0_;)@; E'H*T‘/E 2%}@) sont les sommets d'un triangle équilatéral,

Montrer que les points A(7; 1), B(5;5), C(5; —3) sont sur un cercle de
centre 1(2;1).

Calculer les longueurs des cotés du quadrilatére ABC' D dont les som-
mets sont A(—2;1), B(5:2), C(10;7) et D(3;6). Que peut-on dire de

ce quadrilatére ?

Montrer que les points 4, B, C et D sont les sommets d'un tétraddre
régulier.

a) A(0;11;7), B(20;10;0), C(15;23;16) et D(15;2;19)

b) A(5;13;21), B(25;12;14), C(10;21;2) et D(10;0;5)

Un mobile part du point A(—2;3) et avance en ligne droite d’une
distance 7 en direction du point B(10; —2). Il arrive au point P. Dé-
terminer les coordonnées du point P.

On considére les points A(4;5; 8) et B(3;11;5). Déterminer le point P
de 'axe Oz tel que

a) | AP| = | BP|| b) | 4P| = 2| BP|

Déterminer le centre P et le rayon r de la sphére passant par les quatre
points A, B, C et D suivants.

a) A(3;1;3), B(0; —3;4), C(3;0;4) et D(1; -1;-1)

b) A(5;1;6), B(6; —4; —6), C(3; —2;7) et D(—4;—2;0)
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Produit scalaire

19.

20.

21.

22.

23.

60

On considére les vecteurs suivants.

() () () 7

[
o
IS
o
@l
[
L
o
s ot

Calculer
g¢-b, a¢ ©¢ b.@ d-€ ¢ d, (@+0)(F—qd)
8 _ 5 1
On considére lesvectemrs ¢ = [ =9 |, b= -2 et = 0
1 ) —8
Calculer @-b, b-@ @-¢ ¢@ b€ T (b+72)
(E=d)<{h—1).

1 B 2 1 . %

=1 b=|-1 T=13 h={ 2

1 4 3 -3
(3 1 R -2 (4
f=11 7=11 h=10 z‘.:(l
1 -2 1 2

a) Déterminer les paires de vecteurs orthogonaux.
b) Calculer (?; - 7))@, [3. ?1.) 2 {E’ ) 7, (g-d)- d,
(@-b)-(d-a).

Montrer que le quadrilatéere ABCD dont les sommets sont A(0;2),
B(6:6), C(8;3) et D(2;: —1) est un rectangle.

a) On considére les points A(—4; —3), B(2;0) et C(0;4). Montrer que
les droites (AB) et (BC') sont perpendiculaires.

b) Trouver les coordonnées du point D pour que le quadrilatére ABCD
soit un rectangle.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Exercices relatifs au chapitre 2

Déterminer le nombre réel A pour que le vecteur b = (2) soit ortho-

A

22 3
gonal au vecteur @ = (—8)

3
nombre A et le vecteur U orthogonal &4 @ tels que b=AT+7T.

On considére les vecteurs a = (1) et ?)) = (If ) Déterminer le

Calculer les composantes des vecteurs de norme % orthogonaux au

vecteur @ = g
=\ _30)

; ; . 4
Déterminer les vecteurs de norme 15 orthogonaux & @ = ( !

5
Soit @ = | —4 |. Déterminer les vecteurs unitaires de premiére com-
P
3

posante nulle qui sont orthogonaux 4 @.

Déterminer les nombres réels s et t pour que le vecteur | s | soit or-
t
4 —5
thogonal & chacun des vecteurs | 3 | et | 20
8 9

Montrer que le quadrilatére ABCD est un rectangle.
a) A(—4;5:3), B(—1;1;5), C(5;5;4) et D(2;9;2)

b) A(7;-2:0), B(5;2:2), C(10;5:1) et D(12;1;—1)

61



2 Norme, angle et produit scalaire Exercices relatifs au chapitre 2
31. Montrer que les points A(0:11; 7), B(10;21; 2), C(20; 10; 0), D(10; 0;5), 37. On considére les points A(0;0) et B(6:6). Trouver deux points C et
F(5;13;21), F(15:23;16), G(25;12;14) et H(15;2;19) sont les som- D tels que le quadrilatére ACBD soit un losange dont la diagonale
mets d'un cube. [CD] a une longueur double de celle de la diagonale [AB].
H G
E i F

; 38. On considére les points A(0;0), B(0;3), C(3:4) et D(4;0). Trouver
i les milieux respectifs B, S, T et U de [AB], [BC], [CD] et [DA] et
i montrer qu’ils sont les sommets d’un carré.

4 4 39. On consideére les points A(2;3), B(14;12) et H(10;9).
a) Verifier que les points A, B et H sont alignés.
b) Déterminer le point €' tel que ABC est un triangle dont I'aire est

32. On considére les points A(—2: 3: —2) et B(—6; —1; 1). Déterminer les Ggale & 75 et tel que H soit le pied de la hauteur iseue de C'.

points P de I'axe Oz tels que le triangle APB soit rectangle.

40. On considére les points A(4;4) et B(—2;3). Déterminer le centre C'
et le rayon r du cercle qui passe par A et qui est tangent a la droite

33. On considére les points A(2;1) et B(3;—5). Déterminer les sommets (OB) en O.
CetD
a) d'un carré ABC'D dont [AB] est un coté:
b) d'un carré ACBD dont [AB] est une diagonale. 41. Dans une base (&1;5;€3), calculer les composantes et la norme du
vecteur ¥ dans les cas suivants.
a) V-e1=4, v -ea=TetV-&3="7
34. On considére les points B(3;4) et C(1; —2). Trouver un point A tel B T8 =5, T =06t 7285 =19

que le triangle ABC soit rectangle et isocéle en A.

_ 42. Dans la base (€7;€5), on considére les vecteurs
35. On considére les points A(—2:4), B(1;—2) et C(A;\). Pour quels E o N\ & =1 » -1
(T e )

5
nombres réels A le triangle ABC est-il rectangle 7 Parmi les solutions,
trouve-t-on des cas ol le triangle est également isocéle 7 ) =72 —
a) Vérifier que les vecteurs ¢ et j forment une base orthonormée
de V5.
) ) ) . b) Exprimer @ et b dans cette base.
36. On considére les points A(1;4), B(5;2) et C();5). Déterminer les

B ale gl d ] -~ 2 - 3 -
nombres réels A pour lesquels le triangle ABC' est rectangle. Parmi ¢) Caleuler @ - b lorsque ces vecteurs sont exprimés dans la base

les solutions, trouve-t-on des cas oil le triangle est également isocéle ? (€1 €2). N
d) Calcyler @ - b lorsque ces vecteurs sont exprimés dans la base
(i37)
62 63




2 Norme, angle et produit scalaire

43, On donne un vecteur @ de Vi, Montrer que, dans une base orthonor-
so (Fo- For fo les ¢ . s de @ PP B ol — B
mée (i},fg._fg), es composantes de @ sont a; = f1- @, a, = fo- @ et

—r

af=Ff3-T.

44, Relativement 4 une base orthonormée B, on donne les vecteurs

1 P 0 ! 4
g= i, o=|=<iLA=|2Z|.f=| 2 |stfs=% |
2 5 ] -2 1

) Calculer ||| et @ - b en utilisant les composantes dans la base B.
—_— — —
) Montrer que B’ = (f1: fo: fa) est une base orthonormeée.
c) Calculer les composantes de @ et b dans la base B'.
)

%
Calculer | @ et @ - b en utilisant les composantes dans la base B’.

" . 1 - -, - — .
45. a) Etablir la relation @- § = 5(” g+ D)2 - |32~ b||-’—) en déve-
loppant (Z+ b)- (@ + b).
b) En déduire que le produit scalaire ne dépend pas de la base ortho-
normée choisie.

46. Montrer que, dans un parallélogramme, la somme des carrés des dia-
gonales est égale & la somme des carrés des longueurs des cotés.

Soient @ et b deux vecteurs non colinéaires.

- i = — e —> g
a) Etablir 'équivalence (@ — b)-(a+ b)=0 < |a| =] b]
b) Interpréter géométriquement ce résultat.

47

48. On considére les vecteurs

2 . 1 0
ool | = o i O
a=gz I..b_m f etc—m 2

—

Vérifier que les vecteurs 2@ + b, —d +2b et b — ¢ forment une base
orthonormée de V5.

64

Exercices relatifs au chapitre 2

23 —36
49. On considére les vecteurs @ = %9 —36 | et & = 4—1q —31
24 i
Déterminer le nombre réel r et un vecteur @ pour que (@ b ¢) soit

une base orthonormeée de V3.

50. a) Montrer que le produit scalaire de deux vecteurs ne change pas si
l'on ajoute & I'un d’eux un vecteur orthogonal & Iautre.

b) Interpréter ce résultat géométriquement.

Angles

-
51. Calculer 'angle des vecteurs @ et b dans les cas suivants.

a) @ = G‘) et b= (_53) b) @ = (—43) T (_51)

—
52. Calculer I'angle des vecteurs @ et b dans les cas suivants.

2 N 3 =9

a)T=-1]etd=]2 by@=|-4|etb=3
2 2 =1 =
2 N 6

c)d=|(-1|letb=| 6
3 =3

53. On considére les points A(4; 2), B(—3;2), C'(0:4) et D(%;—]T).
Caleuler les angles AORB, A0D. E@? 56)3 COD.

54. On considére les points A(4; —2), B(2;6) et C(—3;2). Calculer les
angles du triangle ABC.
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55. On considére les points A(5; —3;8). B(1;7:2) et C(—3;2;5). Calculer
les angles du triangle ABC.

56. On consideére les points A(—2;1), B(2; —2) et C(4;4).
a) Calculer les longueurs des cotés du triangle ABC.
b) Montrer que le centre du cercle circonserit au triangle ABC est le
point P(3:3).
c) Calculer I'aire du triangle ABC.
d) Calculer les angles du triangle ABC.

57. On considére deux points A et B tels que ||(ﬂ|| =4, |OB| =2
et AOB = %. On pose @ = OAet b =OB.
a) Calculer les normes des vecteurs 2d — b.@+0betbh—g.
b) Calculer @- (@ —208), 2@ - (3T +2b) et (T+8)-(a — b).

58. On considére un parallélogramme OACBEB et on donne ||(ﬁ|| = 7,
i|(ﬁ§|| =2 et AOB = §. Calculer les longueurs des diagonales de ce

parallélogramme et 'angle aigu qu’elles forment.

59. Calculer les angles que la droite (OA) forme avec les axes de coordon-
nées dans les cas suivants.

a) A(3:4;5) b) A(1; —2;0) c) A(1;1;2)

60, Soit A un point distinct de O. On appelle ¢, p2 et 3 les angles
que la droite (OA) forme respectivement avec les axes Oz, Oy et Oz,

Trouver une relation trigonométrique entre les angles @1, w2 et 3.

61. On considére les points E1(1;0;0), £5(0;1:0), E5(0;0;1) et A tels que

m =L et m = 7. Déterminer l'angle E>OA.

66

Exercices relatifs au chapitre 2

62. On considére les points E1(1;0:0), E2(0;1;0) et E3(0;0; 1). Détermi-
er les coordgll‘r_z_ées des points M de lespace tels que
lOM|| =22, E;OM = T et E;OM = 3{

3
€3
63. On considere la figure ci-contre et g
on donne les angles @ = 60° et
" % ——
8 = 45°. Déterminer I'angle ABC.
(N oz
a B
I, A
€1

Projection orthogonale

64. Calculer la norme de la projection orthogonale du vecteur b sur le
vecteur @.

a) @ = (—43) et b = (:;) 57 = (—11) g (g)

65. Calculer la norme de la projection orthogonale du vecteur b sur le

vecteur a.
2 . 8 —3 . 4
a)a=|2]etb=|5 by@=|8 |et b=|-8
1 1 2 -2
—4 2
)@= |(-8letb=]-1
1 2

66. Déterminer les composantes de la projection orthogonale du vecteur

b sur le vecteur @.
o (-5 L » (-7
b) @ = (__3> et b = (—9)

pa=(at-()

67




2 Norme, angle et produit scalaire

67. Déterminer les composantes de la projection orthogonale du vecteur
—

68.

69.

70

L

72.

68

b sur le vecteur @.

2 8 1 1 . —8
a)ad = | -2 et b = | -5 b)?}.’:i I | etih =]3
1 2 V2 1

Déterminer la projection orthogonale P’ de P sur la droite (AB) et le
symétrique P" du point P par rapport & la droite (AB) dans les cas
suivants.

a) A(—38;4), B(9;—2) et P(4;-7)

b) A(8;—1), B(2;7) et P(T;17)

On considére les points A(—2;—1:2) et B(—5;3;4).
a) Déterminer les coordonnées de la projection orthogonale P de A
sur la droite (OB).

b) Déterminer les coordonnées du symétrique S de A par rapport i
la droite (OB).

Déterminer le symétrique S de A(12;0; —3) par rapport a la droite
(OB) avec B(—5:5;10).

On cousidére un tétraédre ABCD et les milieux respectifs M, N, P
et Q des arétes [AD), [BC], [AB] et [CD].
a) Montrer que MN = %(:4?8) + ﬁ:) = %(E + Eﬁ) et que
PQ = }(AD + BC) = §(AC + BD).
b) Montrer, en calculant MN - ﬁfj que si les arétes [AC] et [BD] ont
la méme longueur, les droites (M N) et (PQ) sont orthogonales.

On considére un triangle ABC rectangle en A. On note H le pied de

la hauteur issue de A. = e o

a) Calculer le produit scalaire {B_-i + AH) . (BA+ AC) de deux ma-
niéres différentes.

En déduire le théoréme d'Euclide : | AB]|2 = ||§§|| . ||B_’C||

Exercices relatifs au chapitre 2

b) Calculer le produit scalaire (Zﬁ—a—f?é)- [ﬁ#—f?ﬁ) de deux ma-
nieres différentes. i o .
En déduire le théoréme de la hauteur : |AH||? = ||CH| - ||BH|.

73. Soit un triangle ABC quelconque. On considére H le point d'intersec-

tion des deux hauteurs (AA’) et (BB').

a) Calculer le produit scalaire (HA + I@) . (AH + E_ﬁ) de deux
maniéres différentes.

b) En déduire que les trois hauteurs d'un triangle sont concourantes.

74. Soient A, B, C' et D quatre points quelconques du plan.

a) Montrer que AB-CD + BC - AD + CA - BD = 0.

b) En déduire que les trois hauteurs d'un triangle sont concourantes.

75. Soit I le cercle circonscrit a un triangle ABC. On considére le point

D de I' diamétralement opposé & A et le point M milieu de [BC].
a) Montrer que 24AM = AB + AC.
b) Montrer que AD - AB = | AB|? et que AD - AC = |AC|2.
¢) En déduire que AD - AM = %(Lﬁ”z + |A—C,"||2j et que
AD - AM = | AM|? + | BM||2.

76, Soit O le centre du cercle circonscrit & un triangle ABC.

a) Montrer que OA + OB est un vecteur orthogonal & AB.

b) En déduire que le point H défini par OH = OA + OB + OC est
situé sur la hauteur issue de C.

¢) A l'aide de I'associativité de I'addition vectorielle, montrer que H
est 'orthocentre du triangle ABC.

d) Soit G le centre de gravité du triangle ABC. Montrer que G est
situé sur le segment [OH] du triangle ABC' au tiers de ce segment

4 partir de O. La droite (OH) est appelée droite d’Euler du tri-
angle ABC.
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2 Norme, angle et produit scalaire Réponses
77. Soit ABCD un tétraédre. Réponses aux exercices du chapitre 2
a) Montrer que AB.CD+AC -DB+AD-BC =0. . N
b) En déduire que, si deux couples d’arétes opposées (non adjacentes) 2. a) @]l =5, o] = I'€ll = v73, 2]l =1
ont pour support des droites orthogonales, il en est de méme pour :{:l ) + O ! f 1 (—_3) :i:ﬁ (1)
le troisieme couple d’arétes opposées. 5 1 V73 \ 8 2\l

3. a) |2 =3, [bl=3 |I2I=3v2 |[d|=13

o z lT—d 4 V181
] = <, ld — dl|l =2 r’ M =
78. On considére un tétraédre ABCD dans lequel on a la relation la+oll=3 |4 1 | 35 o + b+ Bl ==
DA-DB=DC-DA=DB-DC. [ 1 —‘1 5 _§ /3 _03
a) Montrer que ses arétes opposées (non adjacentes) sont deux i deux ) 3 _2 307 6
orthogonales. ==l 3
b) Montrer que la somme des carrés des longueurs de deux arétes 4 1 2 bi b 5 2
opposées est la méme pour les trois couples d’arétes opposées. - 2) Iﬁ 5 )= /53 \ =7
1 7 7
5. a)+- [ —4 b)+ | —4
9
4 4

6. a) /77 b) 19 c) v/97 d) v/154

8. (Fipe(F-D
3 25
9. 3ou—2
10. |AB| = 93, IBC|| = /181, |AC| =1

11. |BC| = ||CA &  aife=80

14. |AB| = |BC| = |CD|| = |DA| =5v2.  C’est un losange.
16. P(35; %)

17. a) P(—25;0;0) b) pas de solution

18. a) P(1;-1;2),r =3 b) P(3; —-2:0),r=7

19.7-5=-8 @-¢=0, ¢:-€=-9, 5.-8=-8, d-2=0
?-d=-9, (T+0b)-(T—-d)=24

20.T-b =01, b @=61, T-¢=0, T-d=0, b.T=-19
T (b+7¢)=61, (¢—a) (b—-7a)=66
21.a) aet d aetg b et E, d et




2 Norme, angle et produit scalaire Réponses
) 12 B 0 L [48 4 -5
b) (B-8)-=[12), (&-B)-E=(0], (F-@)-7T=[12], 41. ) T= (7| |F|=vIlZ B)T=(0] |T|=13
12 0 24 7 12
0 B B = -
(7-8)-d=(0], (2-B)-(d-3)=0 42.b)?:.’:_,—77‘/2-i—5%3i, b =527 +2v2;
0 c)ad-b=—-41 @ = —41
23. D(-6;1) 2y3 2/2
; 44. a) v/6 et 11 )B=|-L|ett=(-1 d) v6 et 11
24. % h& 7\;%
6 3
— -6
49. r=-2 e T==x—|[-12
: 49
6 —41
26. + ()
2 51. a) 45°  b) 138,18°  ¢) 90°
97. T =t (192) 52.a) 6361°  b)139,56°  c) 90°
" 53. AOB = 119.74°, AOD =84,09°, BOC = 56,31°
28. igL (3) BOD =156,16°, COD =14753°
4 54. a = 46,22° 3 =6538° ~ =68,40°
29.5=4 et t=-5 55. & = 3498° [3=05338" «v=091.64"
32. Pi(—1;0;0) et P,(—7;0;0) si le triangle est rectangle en P, 56. a) Hzl_}'g’” =B, ﬁw’” = 9+/10 et HZ?:” o S5/ ¢) 15
P3(35;0;0) si le triangle est rectangle en A4 et d) o = 63,43°, B=T71.57° et y = 45°
Py(—2L:0;0) si le triangle est rectangle en B. =
B7. a) |22 — | =2 V13, |2 +b||:2\/— ||b—a||—2f
33. a) C(9;—4) et D(8;:2) ou C(=3;—6) et D(—4;0) W) B (E ot 8, 2@-(38+28) = 112, =19
b) O(—4; —§) et D(L; -2) ) @-(@-26) = (37 +2b) (B+b)(T—1b)
58. |OC| = v67, |AB| =39, angle =298, 32°
34. A(5;0) ou A(-1:2) |OC] = V&7, || 4B| = v/39, angle =28,
- 59. 64,9° 55.6° 45°
85. A\ =—5, X=10, A3=2, A =-2 isocele pour A ou A3 ) € ol >
| b) 634°  1534°  90°
36. /\] = %, )\Q = %, /\3 = 2 )\4 =4 isocale pour /\_1 Cj 65,90 65,90 35‘30
37. C(9;-3), D(-39) 60. cos?(yp1) + cos?(ipz) + cos?(ip3) = 1
38. R(0;3), S(2:1), T(%2), U(20) ; 61.Z ou =
39. C(417) ou  C(1651) 62. M1(v2;—-2:v2) ou Ma(v/2;—2; —/2)
40. C(12;8) =21 63. 52,24°
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¢ 342
64. a) g b) }‘—";
65.2a)9 b)—i% c) 2

3,52 155
B8 & (2.64) b) 3 ( —93)

3 Equations de la droite

56 Vv2-5
1 1 >
gl sl Wglvas dans le plan
28 2—5v2
68. a) P'(T;—1) et P"(10;5) b) P'(—1;11) et P"(—9:5)
69. a) P(—%; 1% %) b) S(—1; 174 %} Dans les deux premiers chapitres de cet ouvrage, nous avons présenté la

o s notion de vecteur et exposé¢ ses propriétés essentielles.

70. 5(—6;-6;-9) L’ambition de ce troisiéme chapitre est double. Dans un premier temps,
nous nous attacherons a caractériser la droite et & établir ses diverses
équations en fondant notre démarche sur la notion de vecteur du plan. Par
la suite, nous traiterons quelques questions d’ordre métrique telles que le
calcul de I'angle de deux droites ou la distance d'un point a une droite.

3.1 Vecteur directeur d’une droite

Exemple. Les points A(5; —3), B(—13;5), C(14; -7), D(4;2) et B(—6;2)
sont-ils alignés 7

Considérons les vecteurs AB = (_; 8), aAC = ( ), AD = (—11) et

9

—d4 5
s =1l
Ab—( 5 )

B(-13;5)

T4 75




3 Equations de la droite dans le plan

Nous Con.statons que les vecteurs 48 et AC sont colinéaires car
AC = — 5 LAB, mais que le vecteur AD ne leur est pas colinéaire. Nous
en dédw.&ons que les points A et B sont alignés avec C' mais pas avec D.
Le dessin pourrait suggérer que AE et AB sont colinéaires, mais le calcul
montre que ce n’'est pas le cas. Les points A, B et E ne sont donc pas
alignés.

Dans I'exemple précédent, nous avons vu que les points A, B et C étaient
alignés en remarquant que AC = kAB. - Nous aurions aussi pu considérer
les vecteurs AB et BC ou les vecteurs CA et BC.

Trois points distincts A, B et C' sont alignés s'ils appartiennent 4 une
méme droite d. Dans ce cas, les six vecteurs AB, 4C BA, BO,CAet CB
sont colinéaires et ont done méme direction, celle de la droite d. Ce sont
des vecteurs directeurs de la droite d.

Tout vecteur non nul colinéaire 4 un vecteur directeur de d est aussi un
vecteur directeur de d.

Une droite est déterminée par la donnée de deux points distincts ou d'un
point et d'une direction, autrement dit par un point et un vecteur directeur.

Si la droite est rlé’rerminéegar deux points distincts A et B, on peut choisir
—_—
comme vecteur directeur d = AB.

Exemple. Nous avons vu dans l'exemple précédent que les pmms A(5;,-3),
B(—13;5) et C(14; —7) sont alignés. Considérons d = AB comme vec-
teur directeur de la droite d passant par les points A et B.

Le point C de d vérifie AC = —3 d.

‘1 i W -31 —_— ==
En considérant le point F/(—25; 57 ), nous trouvons que AF = % d et done
que I’ appartient aussi 4 la drmte d.

—_— —_
Nous pouvons rapidement trouver d’autres points de d : AG = 2d permet
de trouver G(—31;13).
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G(-31;13)
F(—254)

On remarque que, pour tout point P de la droite, il existe un nombre
réel k tel que AP = kd et réciproquement.

3.2 Equations de la droite

Considérons un point A(z4:y,) d'une droite d et d = (jl) un vecteur
2

directeur de cette droite. Quelle condition doit vérifier un point quelconque
P(x;y) pour appartenir a la droite d?

Pour tout point P de la droite d, les vecteurs AP et d sont colinéaires. Il
existe donc un nombre réel k vérifiant AP = kd. Réciproquement, tout
nombre réel & définit un point de la droite.

Ped & AP=kd. keR

Comme OP = OA + AP = OA + ka‘, on obtient I'équation vectorielle
de la droite d.

Ped & OP=0A+kd

\\h Ld

d

(@] r

Les coordonnées & et y d'un point P quelconque de d doivent alors vérifier
la condition suivante appelée représentation paramétrique de la droite.

(x) = (xl) + k- (dl) aveck e R
y Ya do
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On obtient alors les équations paramétriques de la droite.

i":fA_del 4
{y:?;ﬁ+kd2 aveckc R

A toute valeur du paramétre k, la premiére équation associe une valeur
unique de 'abseisse x et la seconde une valeur unique de l'ordonnée y d'un
point P(x;y) de la droite d.

Réciproquement, pour tout point P(z;y) de la droite d, il existe une unique
valeur du paramétre & pour laquelle les coordonnées = et y sont données
par les deux équations ci-dessus,

3.2.1 Equations cartésiennes

Les équations paramétriques de la droite sont

{m STt eckeR

Y=1Ya +kd2

Eliminons le paramétre k par la méthode des combinaisons linéaires.

T=x,4+ kdy | -do
y=ys+kds | -(—di)
On obtient

dor — diy = doza — diya

dox — dyy — dgxa +diya =0

En posant a = dz, b = —d; et ¢ = dyya — dzx 4. on obtient une équation
de la forme

ar+by+e=0
11 s'agit de I'’équation cartésienne implicite de la droite d.

Lorsque b est non nul, on peut isoler y dans ’équation cartésienne implicite
et on obtient 'équation cartésienne explicite de la droite d de la forme

y=mc+h

Remarques.

1. Dorénavant on parlera d’équation implicite ou d’équation explicite en
omettant 'adjectif «cartésiennes.
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2. 1l existe une infinité d’équations implicites équivalentes représentant
toutes la méme droite. On utilisera de préférence la forme la plus simple.

3. L’équation explicite est en revanche unique, si elle existe.
4. Les coefficients de 1'équation implicite ax + by + ¢ = 0 permettent de

trouver un vecteur directeur de la droite.

7=()-(2)

Exemple. On considére une droite d passant par le point A(2; —1) et de

vecteur directeur ;f == (g) .

On note P(z;y) un point quelconque de la droite. Les différentes descrip-
tions de d sont

Equation vectorielle : OP = OA + kd
Représentation paramétrigue : (z) - (__21) +k- (g)
quations paramétrigues {y ] 48
= 24 2k -3
y=—1+4+3k | -(-2)
J3r—-2y=38
Equation implicite : dr—2y—8=0
Equation explicite : Y= g:r =4
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Le point Q(0; —4) appartient-il & cette droite ?

Pour le savoir, nous substituons les coordonnées de () dans I'une des dif-
férentes descriptions de d, par exemple dans les équations paramétrigues.

0=2+2k
—-4=-1+43k
Cle systéme admet pour solution k = —1 (méme valeur pour les deux

équations) et nous en concluons gue @ est bien un point de d.

Nous pouvons aussi substituer les coordonnées de () dans 'équation im-
. ; : 3

plicite 3-0— 2. (—4) — 8 = 0 ou dans I'équation explicite —4 = 3 0—-4

Le point §(—1;—5) appartient-il 4 cette droite 7

Substituons les coordonnées de S dans les équations paramétriques.
B, e )
—-5=-1+4+3k

La premiére équation donne k = —% alors que la seconde donne k = —%.

Ces deux valeurs de k étant différentes, le systéme est impossible et Ie
point § n’appartient pas & la droite.

Nous laissons le lecteur contréler que les coordonnées du point §(—1; —5)
ne vérifient pas non plus les autres équations.

Remarques.

1.
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Dans l'exemple ci-dessus, pour tout point P(z:y) de la droite d, les

r—2 — 2 . S o i3
vecteurs AP = (J ) et d = (3) sont colinéaires. c’est-a-dire que

Y+
leur déterminant est nul comme nous 'avons vu au chapitre 1. Ainsi
= T N T—2 2| _
Ped < Det(AP;d)=0 <« ] 3‘—0

& dx—2y—8=10

1l s’agit de I'équation cartésienne implicite de la droite. On dispose ainsi
d'une autre méthode pour obtenir une telle équation.

Tout vecteur non nul colinéaire & un vecteur directeur d'une droite est
aussi un vecteur directeur de cette droite. Un choix judicieux permet
de simplifier les calculs.

Exemple. Soit la droite d passant par les points A{é; —%J et B(2; —-3}.

11
- e 1
On a alors AB = (_(ﬂ) =1. <—l)'
il

- 1 ;
On prendra plus volontiers d = ( l) comme vecteur directeur de d.

Equations de la droite

3.2.2 Droite verticale

Exemple.
Soit la droite d donnée par le point A(2;3)
et par le vecteur directeur d = ([]} . On il
T 2 0 d (o

obtient (y) = (3) +k- (1), c'est-d-dire -+ ¢ A(2:3)

{:rr =2 T

.g = 3 '+' k‘ S | ® B{z l) .:
On constate que les points B(2;1) et |
C(2; -—-%) appartiennent a cette droite, de o | $C(2:-1)
méme que tous les points d’abscisse 2. e 8 A
On peut alors écrire =3 :
y quelcongue

- v ==
Si la premiére composante du vecteur d est nulle, le systéme d’équations
£ =T A
y quelconque
d'une droite paralléle a I'axe Oy. Une telle droite est verticale.

se réduit a la seule équation x = z . Il s’agit de 'équation

3.2.3 Droite horizontale

Exemple.
Soit la droite d donnée par le point A(2;1) et par le vecteur directeur

& il ; z\ _ {2 1 n x=2+k
d = (0) On obtient (y) = (J +k- (U)’ c’est-a-dire {y =g :

On constate que les points B(5;1) et C(—1; 1) appartiennent i cette

droite, de méme que tous les points d’ordonnée 1. On peut alors écrire
x quelconque

y=1

Si la deuxiéme composante du vecteur d est nulle, le systéme d’'équations
{.7: quelconque

Yy=Ya
d’une droite paralléle & 'axe Oz. Une telle droite est horizontale.

se réduit a la seule équation y = y,. 11 s’agit de ’équation
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3.3 Pente d’une droite

Dans le repére orthonormé (O; €71; €3 ), considérons une droite d donnée par
—

un point A(x 4:y4) et un vecteur directeur d non colinéaire au vecteur de

base 3.

Considérons un point B(xg;yg) de
la droite d. Notons Ax la différence
des abscisses des points A et B et Ay
la différence de leurs ordonnées.

La pente m de la droite d est

ﬂ g 3o
m=2Y _Ys " Ys

L & -

Az

e -

Ly — 4 -
B A Ol E—lr TA TR

Observons que cette définition n'est pas valable lorsque la droite d est
paralléle & 1'axe Oy car, dans ce cas, I'abscisse du point B est égale a celle
du point A et, par conséquent, Ax est nul.

Choisissons un point quelconque P(z;y) de la droite d.

Y
[
L

0 é‘.l' Ta IB €

Le théoréme de Thalés et la définition de la pente donnent

Yp —UYa — ¥ Ua
Typ—Ty E—I4

m=
D'on
y—ya=m-(z—z,)

Y=me—mey +Ya

Cette derniére équation est 1'équation explicite de la droite d : y = mz -+ h.

Nous en déduisons le théoréme suivant.
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Théoréme 7. Dans I'équation explicite d'une droite, le coefficient m de
r est la pente de la droite.

Dans le cas particulier ot le point B posséde une abscisse égale 4z 4, +1, on
voit que m = Ay et que le vecteur AL est un vecteur directeur particulier
de la droite d puisque sa premiére composante vaut 1 et sa deuxiéme
composante vaut m. Nous en déduisons le théoréme suivant.

Théoréme 8. Un vecteur directeur particulier d’une droite de pente m

est
m

Théoréme 9. Deux droites de méme pente sont paralléles. Réciproque-
ment, deux droites paralléles non verticales ont méme pente.

Théoréme 10. Considérons deux droites non verticales d; et d de pentes
m; et my. On a

dl 1 dg - MM = —1

Démonstration. Les vecteurs directeurs respectifs des droites d; et do

Sont.cﬁz(ni)etcz;:(ri).
1 2

Onadyld, & dild & d-dp=0

1 1
(??11) . (mz) =0 < 1+mms=0.

Complément. Nous avons fait le choix dans ce livre de travailler dans
des repéres orthonormés. Il n’est toutefois pas nécessaire de munir le plan
d'un repére orthonormé pour définir la notion de pente d'une droite. Si
on se place dans un repére quelconque, on utilise plus volontiers le terme
de coefficient directeur d*une droite.

Dans un repére quelconque (O; i ?), considérons la droite d passant par
dy

Az 4:y4) et de vecteur directeur d= (d
2

) ol d1 et da sont tous deux

non nuls.
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34

Pour tout point P(x;y) distinct de A de la droite d, le théoréme de Thalés
donne

T—Ta _Y—Ya  G2_Y-—ta
dy da dy T— DT,

d: . v .
Le rapport m = d__z est le coefficient directeur de la droite d.
1

On observe que donner la droite d par le point A et par le vecteur direc-
teur d revient & donner d par A et par son coefficient directeur m.
Y—Ua

T &y

On peut donc écrire m =
Cette égalité est équivalente & y —ya = m(z — T 4).

Remarques.

1. Le vecteur d = (rir) est un vecteur directeur de la droite d de
coefficient directeur m.

2. Dans le cas ou la droite d est paralléle 4 la direction du vecteur _a'
son coefficient directeur est nul et d = ([1)) est un vecteur directeur
de d.

3. Dans le cas ol la droite d est paralléle 4 la direction du vecteur }",
son coefficient directeur n’est pas défini.

Positions relatives de deux droites

3.4 Positions relatives de deux droites

Dans le plan, deux droites peuvent étre sécantes, strictement paralléles on
confondues. Comment distinguer ces trois situations par caleul ?

Soient une droite a passant par A et de vecteur directeur @ = (m) et
)

une droite b passant par B et de vecteur directeur b = (21) ;
2

Nous pouvons décrire leur position relative en utilisant le schéma ci-dessous.

i = B
Ia. et b colinéaires? I

- — .
a et AB colinéaires?

oul non
droites droites droites
confondues strictement paralléles sécantes

Remarque. Les droites a et b sont paralléles si et seulement si il existe
un nombre réel & non nul tel que as = kay et bs = kby.
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Exemples. Trouver les positions relatives des droites suivantes.

1. a:y=—3m+26tb:{;zi;gt

On trouve @ = ( 13 et b = <_31 qui sont colinéaires.
En posant = 0 dans l'équation de a, on trouve A(0;2) et en posant

2
t = 0 dans I'équation de b, on trouve B(2;4). Donc AB = (2) Ce
vecteur n'est pas colinéaire 4 @,
Les deux droites sont donc strictement paralléles.
2 aiy=2x—4detb:z—3y—2=0

1
On trouve @ = (2
Les deux droites sont donc sécantes. On trouve leur intersection en

résolvant le systéme d’équations

y=2r—4
z—3y—2=0"

- 3 ; o
et b = | ) qui ne sont pas colinéaires,

On obtient @ = 2 et y = 0. Le point d’intersection est donc I(2;0).

3.5 Angle de deux droites

Soient a et b deux droites sécantes de vecteurs directeurs @ et b. Au
—

a .
chapitre 2, nous avons établi que cos() = m ol ¢ est 'angle aigu
a

ou obtus des droites a et b.

Remarques.
R @b
1. La mesure de 'angle aigu est obtenue par cos(y) = W}T
|d
2. Sia et b sont paralléles, on obtient un angle de 0°.
. . L. y=3—5k
Exemple. Considérons les droites décrites par a : y=—2+k et

b:3x —2y+4=0. Un de leurs angles est donné par

-5\ (2

Il s’agit de l'angle obtus.
L'angle aigu vaut ' = 180" — ¢ ~ 67,62°.

cos(y
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3.6 Vecteur normal & une droite

Soit une droite d de vecteur directeur d. _[Jn vecteur normal i la droite
d est un vecteur non nul 7 orthogonal & d, ¢’est-a-dire tel que 7 - d=0.

Exemple. Trouver I'équation de la droite d passant par A(5;7) et de

vecteur normal 7 = ( 23)_

Soit P(x;y) un point quelconque de d. On a

= T 2 -
AP =0 = (_g)(;_?):t) & 2x-5-3(y—-7 =0

L'équation de la droite est donc 2z — 3y—11=0.

Ou constate que les coefficients de x et de y sont les composantes du
vecteur 7.

. g a
Théoréme 11. Le vecteur 7 = (b est un vecteur normal a la droite d

d’équation implicite ax + by + ¢ = 0.

F=10
7= () ot

al
Il

()

Remarques.

1. Une droite d est entiérement déterminée par la donnée d'un de ses points
A et d’un vecteur normal 7.

2. Tout vecteur non nul colinéaire & 7 est aussi un vecteur normal & d.

3. Les angles de deux droites peuvent étre calculés a Iaide de vecteurs
normaux.

Exemple. On donne le point A(—3;5) et le vecteur 7 = 14 normal
a d. En vertu de ce qui précéde, une équation implicite de la droite d est
r—4y+c=10.

Les L‘-aoxjdonnées x = —3 et y = 5 du point A vérifient cette équation. On
en déduit que ¢ = 23. Une équation implicite de d est donc x—4y+23 =0.
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3.7 Distance d’un point & une droite

Soient une droite d et un point P quelconque. Nous voulons calculer la
distance 6(P; d) du point P a la droite d.
Considérons un vecteur normal 7 4 la droite d et un point A de cette droite.

La distance du point P 4 la droite d est §(P;d) = | AQ|| ot AQ est la
—_—

projection orthogonale du vecteur AP sur le vecteur normal 7.

En utilisant le théoréme 6 du chapitre 2, on trouve

—  |AP-7
a(Pid) = 14Q1 =

Théoréme 12. Soient la droite d d’équation implicite ax + by +c =0 et
P(zp:yp) un point du plan. On a
3(Pid) = lozp +byp +¢
va? + b?
Démonstration.

a ; ;
Le vecteur 71 = (b) est un vecteur normal a la droite d. Soit A(z,;y,)

un point de d. Alors AP = [P~ %4) et on a

Yp — U4
AP-7 —z -
SR = A e n| _ la(zp—24) +b(yp — ya)l
7] Va® + b
_ lamp +byp — (az 4 +by,)|
va? +b?

Les coordonnées du point A vérifient I'équation de la droite d.

Par conséquent ax 4 + by, + ¢ =0, c’est-a-dire ax 4, + by, = —c et donc
P |(I;:-.."P + byp + C|

§(Pid)= —————. O

(Pra) = e L
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Exemple. On considére la droite d d’équation x — 4y + 23 = 0, le point
Py(—3;10) et le point Po(—13;2). On a

[1-(-3)—4-10+23] 20  20V17

8(Pr:d) = o]
(Fr;d) /12 1 (—4)2 V17 17
) | — 13— 10 + 23|

HPpid) = ——————— =

Pt Vit

Le point Ps appartient donc a la droite d.

3.8 Bissectrices de deux droites

On cherche a établir les équations des bissectrices f et g de deux droites
sécantes di : miz +biy+c1 =0et do: asx + boy + 2 = 0.

Un point P(z;y) appartient & une bissectrice si et seulement si

Dioy [@ 0y +eai| _ |asz + by +
Va3 + b3 Va3 + b3

Les équations des bissectrices sont donc

a1t + by + e _ as® + boy + o

air+bhy+a __G2$+bzy+32

ai + b3 Va3 +b3

et
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Exemple 1. Considérons les droites dy et dz d’équations implicites res-
pectivesz+y—2=0etax—-Ty+3=0.

Le point P(x;y) appartient a I'une ou l'autre des bissectrices f ou g des
droites dy et dy si et seulement si

r+y—2 r—Ty+3
=
V2 52
e . T+y—2 z—Ty+3
De 'égalité =
* V2 5v/2

dr+12y— 13 =0.

, on déduit que I'équation de [ est

x4y —2 z—Ty+3
De I'égalité ‘ —
i 5v2

6r—2y—7=20.

. on déduit que I'équation de g est

4 6 7
Ces bissectrices sont perpendiculaires car (12) : (_2) = (. De maniere

générale, les bissectrices de deux droites sont perpendiculaires.

=

Exemple 2. On considére le triangle ABC avec A(4;6), B(5;—1) et
C'(—3; —1). On veut déterminer une équation de la bissectrice intérieure
issue du sommet A de ce triangle.

Equation de la droite (AB) : Tx +y—34=0

Equation de la droite (AC) :x—y+2=0

T+ y— 34 z—y+2
Les équations des bissectrices sont =k :
es équ 8 " \/5

+y—34 x—y+2

52 2

g v
de I'équation d'une droite de pente négative.

Léquation L conduit 4 y = —tx + z—f Il s’agit

Bissectrices de deux droites

z4+y—34 z—y+2

2 2

I'équation d’une droite de pente positive.

Liéguation 4

conduit & y = 3z — 6. 1l s’agit de

Cette seconde équation est celle que nous cherchions comine le montre le
dessin.

Nous remarquons ainsi que 'équation de la bissectrice de pente positive
ne provient pas forcément du choix du signe + de I'équation initiale,

On peut également déterminer I'équation d'une bissectrice intérieure d’'un
triangle a partir de sa construction a la régle et au compas. En effet lors-
qu’'on additionne deux vecteurs de méme norme, leur somme est un vecteur
directeur de la bissectrice de 1'angle qu'ils forment (car une diagonale d'un
losange est également une de ses bissectrices).

Ainsi, i, pour déterminer un vecteur directeur de la bissectrice de 'angle
Q= BAC‘ on prend un vecteur AB’ de méme direction et méme sens que
AB et un vecteur AC’ de méme direction et méme sens que AC tels que
[ AB || = ||A(” (on Lhomt génoralempnt les vecteurs unitaires AB’ —
__'E_ AB et AC' = —7— dC) Le vecteur 7 = AB’ + AC est alors un
vecteu_r directeur de ld blbbectllce de I'angle . 11 suffit ensuite de considérer
le point A pour obtenir I'équation de cette bissectrice.
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Exemple. Soient les points A(4;8), B(4;2) et C(1;4). Pour déterminer
la bissectrice de 'angle @« = BAC, on calcule

F(%)- ()
- ()

Un vecteur directeur de la bissectrice est alors donné par

g A _3
?=A8’+:1G’=<01)+( 4

. .8 ;
) = ( ;) colinéaire a (3) s
5 ~3

L'é¢quation de la bissectrice de l'angle o est by 1 y = 3z — 4.

=3}

AR =t AR =
T=2]

vl
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Exercices relatifs au chapitre 3

3.9 Exercices relatifs au chapitre 3

Equations de la droite

: 1

Déterminer a et § afin que les points A(2; —3), B(4;7), C(—1;a) et
D3 —1:1 — 23) soient alignés.

On donne une droite d par la représentation paramétrique

() =()++ ()

Représenter les points de d correspondant aux valeurs suivantes du

paramétre k : —3; —2; —1;0; £; 2;1;2; 7.

Déterminer si les points A(6;—1), B(3;-2), C(1;0), D(—9;8),
E(—6; L) et F(—%: 4) appartiennent & la droite d’équations paramé-

triques z=1-5k
PWE L=

Trouver une représentation paramétrique de la droite
a) qui passe par A(3:5) et qui a pour vecteur directeur (—14) :

b) qui passe par A(—3;—2) et B(4; —5);

¢) qui passe par A(5;2) et qui est paralléle a la droite (BC), ou B(1; 1)
et C(—3:2);

d) qui passe par A(0; —2) et qui est paralléle & 'axe Oz

e) qui passe par A(8;12) et qui est paralléle & 'axe Oy.

On donne une droite d par (;) = (g) + k- (_21) Déterminer le

point de d

a) situé sur I'axe Ox et celui situé sur I'axe Oy ;
b) qui posséde une abscisse égale & 7;

¢) qui posséde une ordonnée égale a —2;

d) dont les deux coordonnées sont égales.
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Déterminer si les points A(1;-3), B(3:;2), C(2;—-4), D(-3;-13),
E(L;—10) et F{—%: —¢) appartiennent & la droite d’équation impli-
cite 5z — 2y —11=0.

Calculer les coordonnées de quelques points situés sur chacune des
droites suivantes et dessiner ces droites.

a)z+2y—12=0 b)y=32z+3 ¢) 4z —38y =0
r—1 2
4 2 =y: &) y—4=0 £) 22 +7=0

On donne la droite d d'équation 2x+ 5y — 20 = 0. Déterminer le point
de la droite d

a) situé sur l'axe Ou;
situé sur 'axe Oy ;
qui posseéde une abscisse égale a 3 ;

)
)
d) qui posséde une ordonnée égale & 15 ;
) dont les deux coordonnées sont égales ;
)

qui est situé sur la droite d’équation 3r — 2y — 11 = 0.

Soit une droite d passant par A(—3; 1) de vecteur directeur d= (g)

a) Trouver des équations paramétriques de d et calculer les coordon-
nées des points correspondant aux valeurs suivantes du paramétre :
1;0;2;-1;-3; 3.

b) Dessiner cette droite a I'aide des points trouvés ci-dessus.

¢) Trouver I'équation explicite et I'équation implicite de cette droite.

d) Le point C'(12;5) appartient-il & cette droite 7

e) Trouver les nombres e et 3 pour que les points D(15; o) et E(3; —7)
appartiennent a la droite d.

Trouver des équations parameétriques et I'equation explicite de la droite
passant par A(5;2) et B(8;—1).

13

12.

13.

14,

15.

16.

8 5 &

Exercices relatifs au chapitre 3

Trouver 'équation implicite, puis explicite, de chacune des droites
données a Dexercice 4.

a) Trouver l'équation explicite de la droite passant par A(5;—7) et
B(—4;8).

b) Les points C(3;0) et D(—2; Z) appartiennent-ils & cette droite ?

¢) Trouver le point E de cette droite dont I'ordonnée est —1.

Trouver I'équation implicite de la droite passant par
a) A(—5;3) et B(T:3) b) A(4;6) et B(4;-2)

Déterminer la pente m et un vecteur directeur d des droites suivantes.
a)fx—6y—T7=0 b)z+y—5=0

¢)dr —3y =0 d) vV2z — 2y + /15 =0

e) vir —4y —5=0 f)3y—8=0

z+2 y-—3

T =0 h
g) x ) 3 m

Trouver I'équation implicite de la droite d donnée par les systémes
suivants.

z=4-3k z=T-4k
a}{yZI—i—k b){y=3+5k

Trouver une représentation paramétrique de chacune des droites don-
nées & l'exercice 14.

Montrer que les descriptions suivantes définissent toutes la méme droite.
a)dx+2y—11=0 b) 6r+4y—22=0

3 z=3+2k d) z=25—-2k
y=1-3k y=-2+3k

3 11 p—
Qy=-3z+7 niso =1t
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3 Equations de la droite dans le plan Exercices relatifs au chapitre 3
18. a) Donner l'équation explicite de la droite de pente 3 et passant par b di: St By—T1=10 ot dy: 1%= 4+ 2k
A(2; —5). y=3-3k
b) Calculer les coordonnées de deux autres points B et C' de cette O
deoibe: c) dy:6x+y—9=0 et dz:{y=3+2k
c) i?letc':"mlltlcit 105 points d’intersection de cette droite avec 'axe Oz - I I 4 o fz=5- 3
et avec 'axe Oy. 1 y=8_k - 9% y =10+ 3t
1 — 6=
) d1!y=§fﬂ—2 et dg:{x_G &
19. Les droites (AB) et (C'D) sont-elles paralléles dans les cas suivants ? y=3-t
a) A(1:1), B(1;0), C(%; 1) et D(%;0) B d {mf?‘ " , i {1=4+3k
b) A(1;=1), B(1;1), C(=1;—1) et D(2;1) y=3+3ak y=1-2k
c) A(l;—1), B(2; 1), C(1;—1) et D(2;1)
Intersection de deux droites
20. a) Soit d la droite d’équation 2z — 3y + 7 = 0. Déterminer ’équation ' 24, Déterminer les points d'intersection des droites d; et ds ci-dessous.
explicite de la paralléle & d passant par le point A(2; —5). a) di:dx—3y—6=0 et dy: bz +y—20=0
b) Soit d la droite d'équation & — 2y + 4 = 0. Déterminer 'équation by doogpes B B .+ do: 9 9 =
explicite de la paralléle & d passant par le point A(4; —10). ) Y g f < 3 P2y B =10
c) didr+5y+33=0 et dy iy =3z — 56
d) di:dz—6y—-3=0 et dg:y=§3}—|—%
21. Montrer que 'équation de toute droite paralléle a la droite d’équation . _ ‘ B
axr + by + ¢ = 0 peut s’écrire sous la forme ax +by+d=0o0ud € R. % Wi w2y £30=0 = dz : 5y +-8=4
f) di:22—Ty+9=0 et {gg;%i:y_g_l
dy:—Tr—8y+2=0 et do:dx — 3y +4=
22. Indiquer si les droites d; et dy ci-dessous sont sécantes, strictement g) d ¢ i o i
paralléles ou confondues. h) dy:3z+2y—4=0 et da : a+3 = Ll
- 3 —4

a) dy:de—2y—1=0 et dop:—2z+y—5=0

| b) di:3z+y—8=0 ot dpiy=3o—}

25. Déterminer les points d’intersecti s droi S A R
§) iy BB AT ot iy e Ty 10 erminer les points d’intersection des droites d; et da ci-dessous.

=16 — 4k
9 3 a) dy:2x—9y—8=0 et cl :{:r y
d) di: = =10 et dpidatdy—5=0 > y=—6+2k
=T7—4k
b) dy:5z+4y—T7= : ¥ o
) d1: 5z +4y 0 et ds {y:1+k
23. Indiquer si les droites dy et ds ci-dessous sont sécantes, strictement =
aralléles ou confondues ¢) di:22+3y+5=0 et do : & =Tk
paralléles ou confondues. 5= 42k
= 1=
a) di:—242%—-3=0 et dg:{ c=1+k%
=1+k d T+ y—3= :
Yy Jdiia+y—3=0 et do: =24k
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3 Equations de la droite dans le plan

26. Déterminer les points d'intersection des droites d; et do ci-dessous.

=1- =2+t
a) d1:{$ L—ak et dg:{x

y=3+2k y=1-—2t
z=—-2+1Fk Jz=58+3t
B) d]'{y=—5+2k- & dﬁ'{y=5+2t
3 el
z=8-z%k =z +3k
C} dli % dg' 2
y—l—l—‘fk y=s5—~F

27. Déterminer les points d'intersection des droites (AB) et (C'D) ci-
dessous.

a) A(0;1), 3(0'0) C(1;1), D(-1;3)

b) A(0;1), B(2; ), C(1;-3). D(0; 3)

c) A(3;1), B(0;3), C(1;0), D(-1;3)

d) A(1;0), B(0;1), C(3;1), D(1:3)

e) A(2:3), B(~1;2), C(—9;-3), D(~7;-7)
f) A(4:4), B(5;1), C(1;—2), D(—1:4)

28. On considére la droite d passant par A(—1;5) et B(4;6) et la droite
1 ]
d' passant par C'(7;3) et de vecteur directeur ¥ = (2) Déterminer

le point d'intersection I de ces deux droites.

29. Soient les points A(0;0), B(2;0), C(1;1) et D(0:1).
a) Déterminer le point d’intersection K des droites (AD) et (BC) et
le point d'intersection L des droites (AC) et (BD), ainsi que le
milieu M du segment [AB].

b) Montrer que les points K, L et M sont alignés.

30. Soient les points A(0;1), B(1;2), C(1;0) et D(0;2). .
a) Déterminer le point d’intersection I des droites (AB) et (C'D).

b) Pour quel nombre réel A la droite passant par les points P();0) et
@(1;1) contient-elle aussi le point I?
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Exercices relatifs au chapitre 3

31. Soient les points A(0;0), B(2; —1), C(4;0), D(5;2), E(4:4), F(2:5),
G(0;4) et H(—1;2).
a) Trouver les coordonnées du milieu P de [BD] et du milieu N de
[FH].
b) Calculer les coordonnées du point d'intersection M des droites
(AE) et (GO).
¢) Les points M, N et P sont-ils alignés 7

32. Soient les points A(1:0), B(2;0), C(3;0), D(0; 1), E(0;2) et F(0;3).

a) Déterminer le point d’intersection X des droites (AE) et (BD),

le point d’intersection Y des droites (AF) et (CD) et le point
d’intersection Z des droites (CFE) et (BF).

b) Montrer que les points X, Y et Z sont alignés !

33. Soient les points A(3;0), A'(9:0), B(1:1), B’(9:9), C(0;6) et C'(0;9).
a) Verifier que les droites (AA"), (BB’) et (CC') sont concourrantes.
b) Soient I le point d'intersection des droites (AB) et (A’B'), .J le
point d’intersection des droites (AC) et (A'C") et K le point d’in-
tersection des droites (BC') et (B'C”). Déterminer les coordonnées

des points I. J et K.

¢) Montrer que les points I, J et K sont alignés 2.

34. Les supports des cotés d'un friangle sont les droites d’équation
dr+3y—-5=0,2—-3y+10 =0 et 2 — 2 = 0. Trouver les coor-
données des sommets de ce triangle.

1. Cet exercice illustre le théoréme de Pappus :
Soient dy et dp deux droites, A, B et C trois points distincts de dy, D, E et F trois
points distincts de dy. Seient X le point d’intersection des droites (AE) et (BD), Y le
point d'intersection des droites (AF) et (C'D) et Z le point d'intersection des droites
(CE) et (BF). Les points X, Y et Z sont alignés.

2. Cet exercice illustre le théoréme de Desargues :
Soient ABC et A’B’C’ deux triangles tels que les droites (AA'), (BB') et (CC') soient
concourantes en un point O, Soient [, J et K les points d’intersection des paires de cotés
correspondant dans chaque triangle : ces trois points sont alignés. Réciproquement, si
ces points sont alignés, les droites (AA"), (BB') et (CC’) sont concourantes en un
point O,
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3 Equations de la droite dans le plan

35. Les supports des cHtés d'un triangle sont les droites d’équation

1=92—k #=1 y—b

y—ll—Sx,{y:1+k et g =t
nées des sommets de ce triangle.

. Trouver les coordon-

36. Soit le triangle de sommets A(3;1), B(7;3) et C'(4; 8). Trouver I'équa-
tion de la médiane issue de C.

37. On donne trois sommets consécutifs A(1;2), B(6:0) et C(9;2) d'un
parallélogramme ABCD. Trouver les équations des cotés et des dia-
gonales de ce parallélogramme, ainsi que les coordonnées du quatriéme
sommet D.

38. Un paralltlogramme ABC'D est donné par les équations de deux cotés
et d'une diagonale :
(AB):z—2y—4=0
(AC):22+3y+13=0
Trouver I'équation de la seconde diagonale et les coordonnées des som-
mets.

(BC):z+5y+24=0

39. Déterminer les équations des médianes et les coordonnées du centre
de gravité GG des triangles donnés par les équations suivantes.

a) 20 —3y+5=0,52—-2y—26=0et 3c+y—9=0
b) 2r—y=0,2z+y—-12=0ety=0

40. Un quadrilatéere ABCD est donné par les équations de ses cotés :
(AB) : T2 +2y—20=0 (BC):y=3z+3
(CD):52 —2y+14=0 (DA):y=—-Lte -1
a) Déterminer les coordonnées des sommets du quadrilatére.
b) Déterminer les équations des diagonales. )

¢) Déterminer les coordonnées du point d'intersection des diagonales.
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41. Soit le triangle de sommets A(3;1), B(—2;5) et C(—6;—1).
a) Trouver I'équation explicite de la droite (AB).
b) Trouver I’équation explicite de la droite (BC).
c¢) Trouver 'équation implicite de la médiane issue de A.
d) Trouver I’équation implicite de la médiane issue de B.
e) En déduire les coordonnées du centre de gravité du triangle.

f) Vérifier que les trois médianes se coupent en un méme point.

42. On considére les points A(2:4), B(5;6) et P(10;6), ainsi que les droites

Jr=1+6k
b'{y=4k: ete:2x+y—10=0.
a) Trouver une représentation paramétrique de la droite a passant par
Aet B.

b) Trouver I'équation explicite de la droite a.

¢) Trouver I'équation implicite de la droite b.

Trouver une représentation paramétrique de la droite c.
Trouver le point d’intersection des droites b et c.

)
)
f) Déterminer si le point P appartient a la droite b.
) Chercher le point C' d’abscisse 6 de la droite ¢.
) Montrer que les droites a et b sont paralléles.

)

Trouver 'équation explicite de la droite paralléle & ¢ passant par
l'origine.

43. On donne les points A(1;0), B(0;A) et C(1 — A; \) avec A € R*,

a) Représenter sur une méme figure les points correspondant a A = —1,
A=2et A=4.

b) Quel est le lieu géométrique des points d'intersection des droites
(AB) et (OC)?
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3 Equations de la droite dans le plan

Angle de deux droites

44. a) On considére une droite de pente m positive formant un angle aigu
av avec 'axe Ox. Démontrer que m = tan(a) .

b) Compléter le tableau suivant.

a 45°¢ 30°

m 0.1 300% V3

b=

c¢) Que se passe-t-il si la pente m est négative 7

e 1

| T

45. Calculer l'angle aigu des droites d; et dy ci-dessous.

a) dy:3xz—by+4=0 et dorx+y—2=0

b) dy:52—8V3y+7=0 et dy:3z+4v3y—3=0

=a+k
c) dy:20+4y—5=0 et dg:{;=:+\/§k

46. Déterminer 'équation implicite de la droite d; passant par le point
a) P(3: —4) et formant avec la droite dy d’équation 3z +2y —5 =0
un angle de 45°;
b) P(—1:2) et formant avec la droite dy d’équation v/32 —y —1=10
un angle de 60°.

Vecteur normal

47. Soit la droite d'équation 3z 4+ y — 17 = 0. Trouver les vecteurs direc-
teurs unitaires et les vecteurs normaux unitaires a cette droite.
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48.

49.

50.

51.

52.

53.

Exercices relatifs au chapitre 3

Trouver I'équation de la droite passant par un point P et perpendicu-
laire & une droite d dans les cas suivants.
a) P(5;2) et d:3r—5y+4=0

b) P(—4;6) et d:y=52—1ir
¢) P(=3;—3) et d:—dx+5y=0
d) P(7;-3) et d:15y+8=10
r—3 y+38
P8 =3 t d:— =—
e) P( ) e : 5
[ : : Jx=-348k
) P(V2:5v2) et d.{y=5+3k

Déterminer le nombre k pour que les droites kz + (k — 1)y = 2(k + 2)
et 3kz — (3k + 1)y = (5k + 4) soient perpendiculaires. Calculer les
coordonnées de leur point d'intersection.

Les équations de deux c6tés d'un rectangle sont respectivement
2r —y +11 = 0 et 22 — y + 1 = 0. L’¢quation d’une de ses diago-
nales est y = 3. Trouver les coordonnées des sommets de ce rectangle.

Déterminer les coordonnées des sommets B, C et D du rectangle
ABCD connaissant le sommet 4(2;5), le centre de symétrie 5(1?3; 121
et la pente m = —2 de la droite (AB).

Des perpendiculaires sont abaissées du point P(9;5) sur les cotés du
triangle de sommets A(8;8), B(0;8) et C(4;0). Montrer que les pieds
de ces perpendiculaires sont alignés.

Déterminer les équations des hauteurs et des médiatrices du triangle
de sommets A(5; 3), B(6; —2) et C(—3; —8).
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3 Equations de la droite dans le plan

4.

558,

56.

58.

59.

60.

104

On considére les points A(3; —4) et B(2;1). Trouver le point P de la
droite d

a) d'équation 3x — 5y 4+ 6 = 0 qui est équidistant des points A et B ;
z =348k

b) d’équations paramétriques {

y =2 — 5k qui est équidistant des

points 4 et B.

Trouver la projection orthogonale du point A(2;6) sur la droite d
d’équation 2z — 3y +1=0.

On considere les points A(—2:1), B(1; %) et C(1; —1). Déterminer le
point M de la droite (OC) dont la projection orthogonale sur la droite
(AB) est le point M*(0;2).

. Trouver le point B symétrique du point

a) A(7:3) relativement & la droite d d’équation 3z + 5y —2 =0;
b) A(—2:5) relativement a la droite d d’équation 3z — 2y + 12 = 0.

Trouver l'équation de la droite d' symétrique de la droite d par rap-
port a la droite a dans les cas suivants.

a) d:dr—2y—11=0 e a:z—y—1=0

b) d:y=20 et a=(CD) avec C(3;0) et D(—5;2)

Un rayon lumineux se déplace suivant la droite a d’équation
x—2y+5 = 0. Aprés avoir atteint la droite d d’équation 3x—2y+7 = 0,
le rayon est réfléchi. Déterminer I'équation de la droite b qui porte le
rayon réfléchi.

On donne les deux points B(2;0) et C(6;3). Trouver les coordonnées
du sommet A de l'angle droit d’un triangle rectangle isocéle ABC.

61.

62.

63.

Exercices relatifs au chapitre 3

On donne un sommet A(6:12) d’un triangle ABC ainsi que deux de
ses hauteurs hg : 2z + Ty — 65 = 0 et he : 22 — 5y + 17 = 0. Calculer
les coordonnées des deux autres sommets de ce triangle.

Déterminer les coordonnées des sommets B, C' et D d’un carré ABC' D
connaissant I'équation de la droite (BD) : Tz + 2y — 11 = 0 et le point
A(=4;=T).

Déterminer les coordonnées des sommets B, C' et D d'un carré ABCD
connaissant le point A(3; 1) et I’équation de la droite (CD) : 2z—y = 0.

Distance d’un point a une droite

64.

65.

66.

Calculer la distance du point P a la droite d dans les cas suivants.
a) P(3;-2) et d:dr+3y+9=0

b) P(-2;—4) et d:y=Sz-1

c) P{—23) et diy=3z-1

d) P(3;-5) et d:2c—-Ty+8=0

e) P(2;1) et d:%x—%y—l:ﬂ

f) P(4;-3) et d:2z—-5y=0

. _ Jz=5+5k

g) P(5;9) et d'{y=4—2k

Calculer la distance de M a la droite (C'D) dans les cas suivants.

a) C(8;:—1), D(2:7) et M(T:17)
b) C(—3;9), D(2 —3) et M(19; —10)

On donne un sommet A(—2;1) d'un rectangle. Deux de ses cotés se
trouvent sur les droites d'équations 3z — 2y —5=0et 22 +3y+7=0.
Calculer l'aire de ce rectangle.



3 Equations de la droite dans le plan

87. Calculer les longueurs des hauteurs du triangle déterminé par les
droites d’équations suivantes. Calculer ensuite 'aire de ce triangle.

a) 2r—y+1=0r—2y—4=0etzx+y—-—4=0
b) 224+3y=0,z2+3y+3=0etaz+y+1=0

68. Trouver les équations des droites passant par le point A(1;1) et dont
la distance au point B(—6;2) est égale 4 5.

69. Calculer la distance entre les droites paralléles d; et ds ci-dessous.
a) di:3x+4y—13=0 et dy:3z+4y—3=0
by dy:z—2y+9=0 et de:x—2y—1=0

70. Montrer que d; est paralléle & ds et calculer la distance entre ces deux
droites dans les cas suivants.
a) dy passe par (2;1) et (1;—1) et d2 par (0;1) et (1;3).
b) dy passe par (1;1) et (—2;2) et dy par (1; —2) et (4; —3).

71. Trouver I'équation de la droite équidistante des droites paralléles d,
et ds ci-dessous.

a) di:bz4+2y—3=0 et do:5x+2y—9=20
b) di:25—9y+4=0 et dp:20—9y—6=0

72. Déterminer les équations des droites situées a une distance 3 de la
droite d’équation 4x — 3y — 8 = 0.

73. On donne un triangle par les équations de ses cotés a : bxr—12y+7 =0,
b:a+21y—22=0et ¢: 4o — 33y + 146 = 0. Calciiler 1a distance du
centre de gravité de ce triangle a la droite a.
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Bissectrices

74.

75.

76.

&

8.

79.

80.

Déterminer les équations des bissectrices des droites d’équations
z—3y+8=0etdz—y—-1=0.

Déterminer 'équation de la bissectrice de 'angle aigu formé par les
droites d’équations 3z +4y — 1 =0et bz + 12y — 2 = 0.

Déterminer I'ensemble des points du plan équidistants des deux droites
dy et dy ci-dessous,
a) di:202+21y—19=0 et dy:Tz—24y—38=0

b:l d1:2$—3y+ﬁzo et dz:y:%g;—%

Deux droites d; et d> ont pour bissectrice la droite d'équation
3z — 2y + 16 = 0. Trouver I'équation de d; connaissant I'équation
deds:y= %;r+4.

Les cotés d'un triangle ABC sont donnés par les droites

(AB):y=5—2, (BC):z+Ty—T=0et (AC): y = —Ta — 14,
a) Trouver I'équation de la bissectrice intérieure de 'angle en B.
b) Trouver I'équation de la bissectrice extérieure de 'angle en C.

On donne les droites a: ©+ 7y —23=0et b: y =z + 9 ainsi que les
points R(3:0) et S(—9;6). Chercher les points P et Q équidistants &
la fois des droites a et b et des points R et S.

On considére le triangle formé par les trois droites a, b et ¢. Détermi-
ner les équations des bissectrices intérieures, le centre I et le rayon p
du cercle inscrit dans ce triangle dans les cas suivants.

a) a:x=38 b:3x—4y+56=0 c:4x+3y+58=0
b) (1:y=.§3:+8 b:12x+5y—33 =0 c:3z+4y+11=0
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¢) ary=4—=x biy=—-Tz -2 crx—Ty=12

d) a:y=4%z-2 b:Tz-24y+55=0 c:3z+4y—5=0
Divers
81. Déterminer les équations des c6tés d'un triangle ABC connaissant le
sommet B(2; —1) ainsi que les équations de la hauteur h 4 d’équation
3r — 4y + 27 = 0 issue du sommet A et de la bissectrice intérieure
bo : 2+ 2y — 5 =0 issue du sommet C.
82. Déterminer les équations des cdtés d’un triangle connaissant le som-
met A(1;3) et deux médianes d’équations y—1=0et x—2y+1 =0,
83. Trouver une droite passant par le point A(3;1) et qui forme un tri-
angle isocéle avec les deux droites d’équations 20 —y + 5 = 0 et
Jr+6y—16 = 0.
84. On donne les trois points A(0; 20), B(—15;0) et C(48;0).
a) Déterminer les coordonnées du centre de gravité G du triangle
ABC.
b) Déterminer les coordonnées de l'orthocentre H du triangle ABC'
¢) Déterminer les coordonnées du centre K du cercle circonscrit an
triangle ABC'. ainsi que le rayon r de ce cercle.
d) Déterminer les coordonnées du centre I du cercle inscrit dans le
triangle ABC, ainsi que le rayon p de ce cercle.
¢) Montrer que G, H et K sont alignés.
GH
f) Calculer le rapport ”:ril.
IGK]|
g) Donner l'équation cartésienne de la droite passant par G, H et K,
appelée droite d'Euler du triangle ABC.
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85.

86.

87.

Exercices relatifs au chapitre 3

Représenter 'ensemble des points M (xz; y) dont les coordonnées véri-
fient I'inéquation donnée dans les cas suivants,

a)z+3y—12>0 b) 2z -3y <0
3
Qy<ze+3 d)y+2<0

Représenter 'ensemble des points M (x;y) dont les coordonnées véri-
fient le systéme d’inéquations donné dans les cas suivants.

z+3>0 3z —-2y—6<0
ajsy=4 b)<3z—58y+12>0
2r+y—8<0 y > —2x
3z —2y <6 r+y—4>0
c) 3z —5y+12>0 d)sz—-7<0
2p+y <0 20+y>4

Trouver un systéme d'inéquations qui détermine la portion du plan
représentée ci-dessous (y compris les frontiéres).
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3 Equations de la droite dans le plan

Réponses aux exercices du chapitre 3

1 =—-18et ==
3. oui non non oui oui non
4 x| _ 3 —4 T\ _ -3 7
2 ()=()++ () »E)-C)e (G
5

6. oul oui non oul oul non

8. a)(10;0) b)(0;4) ¢)(3;4) d)(-F15) e (3:BR) 1) (52)

) x=—3+45k
y=1+4+2k

C)y=§:ﬂ'+%et2m—5y=—ll d) non e)a=%etﬁ=—23

r=5+3k
= {yz?—kz

11. ) x4+4y—23=0,y=—32+2 b)3z+7y+23=0,y= -3z 2

c)z+dy—13=0,y=—3z+% d)y+2=0y=-2

e) r— & = 0, pas d’équation explicite

12.a.)y:—%3;+% b) C': non, D : oui cJz=4

13.a)y=3 b)z=4

14.a)m=%et3=(g b)m:—letg=(_‘1)
C)-m:%&t?f:(i) d)m:letﬁ:(})
e)m= ‘fet?f:(\jﬁ) f)m:Oeta.:(é)
g) m n'existe pas et d = (% h) m=% et d= (3)

15.a)x4+3y—7=0 b) 5z + 4y —47 =0
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et (2;3), (—3;1), (7;5), (-8;-1), (—18;-5), (3;4

16.

18.
19,
20.

22.

23.

24.

25.
26.

27.

28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.

Réponses
20 =@)6) wE)-E)+ ()
100 9)-(3)0)
s+ (3 0()-Q0)
0()=0)+0)  »()-0)+0)
a) y=3z—11 ¢) D(L;0) et E(0; —11)
a) oui b) non c) non
a)y=32z-2 b)y=3z—12

a) paralleles b) sécantes ¢) confondues  d) sécantes
a) confondues b) paralléles ¢) sécantes

d) confondues e) paralltles f) sécantes

a) (3;2) b) (5;—6) c) (13; -17)

d) néant e) (—13%;-8) f) droites confondues
g)(—%; % h) (0;2)

a) (4;0) b) (-1;3) c) néant d) (1;2)

a) (—5:7) b) (2;3) c¢) droites confondues

a) (0; §) b) (-3 %) ¢) (—3i %)

d) néant e) (—10;—1) f) néant

I(9;7)

a) K(0;2), L(%; 2) et M(1;0)

a’) er(3': 3 ) =3

a) P(;3) et N(% ) b) M(2;2) ¢) oui

8 X34, Y(5 D et 25D

a) I(9; =3), J(—3;12) et K(—;9)

A(2;-1), B(—1;3) et C(2;4)
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3 Equations de la droite dans le plan Réponses

35. A(4;-1), B(3;2) et C(T; —4) 51. B(5:3), C(11;12) et D(8;14)
36, y =—6r+ 32 53. ha:3z+2y—21=0etmy:6r+4y+11=0
hg:8x+1ly—26=0et mp: 162+ 22y +39=0
37. (AB) : 2z +5y—12=0 (BC):Qw—3y—12=D he:x—5y—37=0et me:x—5y—3=0
(CD):2x+5y—28=0 (DA) : 22— 3y+4=0 L
D(4;4) 54. a) P(-8 %) b) P -1)
(AC) :y—2=0 (BD):2z+y—12=10 55. (4:3)
38. (BD):y+4=0 A(-2; -3), B(—4:—4), C(1; -5) et D(3; —4) 56. M(2: —2)
39.a)82—y—35=0,2+4y—14=0,72 -5y —21=0,G(%: ]) o oy
b} O+ 3y —12=0, 2 — Fu=0, 2~ 3="0, G(%3) it B} BT b} P(—13i 13)
. a) 2z — 5 = : —24=
40. a) A(4;—4), B(2;3), C(—2;2) et D(—4; —3) 58, &) % B +A=10 b) 8z +15y — 24 =0
b) (AC) iz +y=0,(BD):z—y+1=0  ¢)(—35i3) 59. 297 — 2y +33 =0
41, a) y:——%.’l‘:-{—% b y:%_;l‘—»l—B CJ?,*:—%;.’L"FI—TU 60. Al(};;%) et Aziu;__é.)
d)y=-10c-15 o) G(-%;2)
61. B(8;7) et C'(4;5)
T 2 3
42. a) (y) = (4) +k- (2 b)y=3s+3 J2u-3y-2= 62. B(1;2), C(10;—3) et D(5;—12)
a) (:L o (g) Sl (—21) 63. B1(4;3), C1(2:4) et D1(1;2) ou  By(2;—1), C2(0;0) et Dy(1;2)
Y
49 3 23 20
) G(4;2) Doui g C6;—2) i)y=-2 64.a)3 bB)2 g4  dm O3 HF O F
43. droite d’équation 2z + y — 1 = 0 sans les points (1;—1) et {%;0) 65. a) 10 b) 13
44.[a | 571° | 2656° | 45° 60° | 71856° | 60° 060
D 0.1 ! 1 173% 300% V3 67. 8) %, B et 55 aire = 4 b) Y18 VIO ot \/3: aire = 3
45. a) 75,96° b) 43,25° ¢) 86,57° 68. 4z +3y—T=0et3z—4y+1=0
46. a) 5r—y—19=0ouz+5y+17=0 69. a) 2 b) 2v5
b) V3z+y+vV3—-2=00uy=2
70. o) 48 b) 1P
7 :|: i i I -’ 3
T sl _g) ®Eom\a 71. ) 52+ 2y —6=0 b) 2z —9y—1=0
48.2) 5243y —31=0 b)2r—y+14=0 c)bz+dy+L =0 2. 42 -3y - 23=0 dz—3y+7=0
d)z—7=0 e)br+2y—34=0 f)8z—3y—23v2=0 73. 3
49. k=—-%et I(-%;-%) T4d. 22 +2y—9=0 et dr—4y+7=0
50. (=3;5), (—4;3), (0;1) et (1;3) 75. 64r + 112y —23 =0
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3 Equations de la droite dans le plan

76. a) 92 +3Ty+19=0et 372 -9y —83 =10
T7. 292 — 2y +120=10

78.2) 3z 4+ 6y—16=0 b)8z+8y+7=0

79. P(=2;5), Q(—4;1)

b) 8z —12y+7=0

80.a)by:x+Ty+2=0,b5:3c+y+6=0,bp:20—y+4=0,I(—2;0)

et p=10

b)by:92+Ty—2=0,bp:2—Ty+13=0,b,:16x—2y+21=0,

11. 17 _ 2
{—isislp="=2

)byt d4c—-3y—-5=0,bg:2+3y—2=0, bp
ot p= 22

d)by:20+11y—20=0,by: Te+y—70=0,

I(10:0) et p=5

Bl. dx+Ty—1=0,y—3=0etdx+3y—5=0

2r+y—3 =0, I(%%)

be : 9z —13y—90 = 0,

82, z+2y—-T=0,z—4dy—1=0etax—y+2=0

83.z—3y=0,3z+y—-10=0

84.a) GIL:P)  b) H(0;36) o) K(§:-8),r=F
d) I(3;9), p=9 £)2  g)8zr+3y—108=0

85.

a

b)
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Réponses

86.
a)
r—8y+8>0
87. ¢224+3y+6=>0
3r—2y—6<0
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4 Equation du cercle dans
le plan

Dans les chapitres précédents, nous avons parlé de droites dont I'équation
est de degré un. Nous allons passer 4 une courbe dont 'équation est de
degré deux : le cercle.

Ce chapitre introduira 'équation du cercle et traitera de la position d'ob-
Jjets géométriques par rapport a un cercle.

4.1 Généralités

Le cercle I' de centre C(z:y.) et de rayon 7 (r > 0) est I'ensemble des
points P(z:y) du plan situés a une distance r de C.

PeT & |CBl=r & /z—2c)+(y-yo)=r

En élevant au carré, on obtient I"équation du cercle I'

(@—2c) + (y—yo) =1
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4 Equation du cercle dans le plan

Exemples.
1. Déterminer I'équation du cercle centré en C'(—3;2) et de rayon v'20.

(- (-3)*+@w-2"=(V20) & (@+3)°+@-27=20
En développant, on obtient % + y* + 6z — 4y — 7= 0.
2. Trouver les coordonnées du centre et le rayon du cercle d’équation
@ + 3y — 16x + 12y + 19 = 0. On réécrit cette équation
(2—8)° —64+(y+6)°—36+19=0 & (z-8)7°+(y+6)* =81
Le centre est C(8; —6) et le rayon est 9.

4.2 Positions relatives d’une droite et d’un

cercle

On considére un cercle I' de centre C et de rayon r ainsi qu'une droite d.
Pour situer la droite d par rapport au cercle I', on compare la distance
§(C';d) du centre C' a la droite d avec le rayon r.

1

2

3.

6(C;d) <r <« ladroite d est sécante & [
(deux points d'intersection)

46(C;d) =r <« la droite d est tangente a T’
(un point d’intersection)

0(C:d) >r < la droite d est extérieure a I’
(aucun point d'intersection)

A d)

".\

Pour déterminer les coordonnées du (ou des) point(s) d'infersection de d
et [, on peut résoudre par substitution le systéme formé par les équations
du cercle et de la droite.
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Positions relatives d’'une droite et d’un cercle

Exemple 1. Déterminer I'intersection de la droite d : 2r —3y—5=10
et du cercle I : (x — 2)% + (y + 5)? = 40. On résout le systéme

(-2 +(y+5)°2 =40
2c —3y—5=10

2r—5

De la deuxiéme équation, on tire y =
premiére éguation
2r—9

2
(x—2)2+(—3—+5) =40 & 1322 +4z—224=0

qu’'on substitue dans la

- I]_:‘ietl‘z:_%

Le cercle T et la droite d ont done deux points d’intersection I(4;1) et

_ 56, 59
I 137 13/°

Exemple 2. Considérons la droite d : @ — 2y + 16 = 0 et le cercle T’ de
centre C(2;—1) et de rayon r = 4v/5.

Pour déterminer l'intersection de d et de I', nous pouvans résoudre un sys-
téme d'équations comme dans l'exemple précédent. Nous pouvons aussi

24211 2
s o 0=4\/§:'retendéduire

T Vitd B

que d est tangente 4 T en un point T.

remarquer que 6(C;d) =

d

T

Le vectenr C'T est un vecteur normal i d. 1l est donc colinéaire au vecteur

5 et a pour norme 4v/5. Ainsi

= = o 1 4 Tp— 2
CT = +4v5- — - =3 _ (%r
- T R )
et donc T1(6;—9) et T2(—2; 7). Le point Ty n’appartient pas & d. On en
déduit que T3 est le point de contact cherché.
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4 Equation du cercle dans le plan

4.3 Positions relatives de deux cercles

On considére les cercles ['; de centre C; et de rayon ry et I'y de centre Cy
et de rayon ro. Pour situer ['y par rapport & ['a, on compare la distance
|[C1Cs]| entre les centres avec ry + ra et |[ry — ral.

1. ||C1Cs|| > r1+712 < T estalextérieur de 'y
(aucun point d'intersection).

T2
C2
= ,' Rl Bl A1
2. |[|CiCs|| =ri4+1re & D'y et ' sont tangents extérieurement

{(un point d’intersection).

3. I =r| <||CiCall < +12 & I'; et ['2 sont sécants
(deux points d’intersection).

7N
\J
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Positions relatives de deux cercles

4. ||Ci1Cs|| =|r1 —r2| <« T, et I';sont tangents intérieurement
(un point d’intersection).

—_—
5. ||CiCq|| < |m1 — 72| < 1'un des cercles est a U'intérieur de I'autre
{aucun point d’intersection).

&

Pour déterminer les coordonnées du (ou des) point(s) d’intersection de I';
et ', on résout le systéme formé des équations des deux cercles.

Exemple. Déterminer I'intersection des cercles de centre C;(1; —3) et
C2(5:5) et de rayons respectifs 5v/2 et \/10.

(z— 1%+ (y+3)* =50
(z—5)2+ (y—5)%=10

2+ 3% — 2z + 6y =40 1
z?+y> — 10z — 10y = —40 | (—1)

z? +y? — 2 + 6y = 40
z+2y=10

(10 — 2y)% + % — 2(10 — 2y) + 6y = 40
=10 —2y

Nous trouvons y; = 2 et y2 = 4 et done deux points d'intersection I, (6; 2)
et I2(2;4).
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4 Equation du cercle dans le plan

On remarque que Iéquation © + 2y = 10 obtenue dans le troisiéme sys-
téme d’équations représente la droite passant par I, et I, appelée axe
radical des deux cercles. Elle est perpendiculaire 4 la droite passant par
les centres des deux cercles.

4.4 Tangente & un cercle

Exemple. Considérons le cercle d'équation (z + 3)2 +(y— 3% =20,

Le point T(1;4) appartient au cercle puisqu'il vérifie I'équation

(1+3)2+(4—2)% = 20.

On veut trouver I'équation de la tangente t au cercle au point T'.

On considére un point P(z;y) de t. La

droite passant par T et P étant tangente

au cercle, elle est perpendiculaire & la
—_— —

droite (CT). On a donc CT - TP = 0.

NT(L4) 4\ [e—1
N (5) (o)

dlz—-1)+2(y—4)=0
de—44+2y—8=10
2e+y—-6=0
y=—2¢+6

On considére un point T du cercle I' de centre C' et de rayon r et on note
{ la tangente au cercle en 7. De maniére générale, on a

Pet « CT-TP=0

1] existe une autre fagon de trouver 'équation de la tangente & I' en utilisant
le centre et le rayon de ce cercle

CT-TP=0

on (T_(f - CTP') =

CT-TC+CT-CP=0

—TC¢-T6+CT-CP=0

CT.CP =TC? = |TC|? =r?
Finalement on obtient

Pet & C?-@=-rg
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Tangentes par un point extérieur au cercle

Exemple. Reprenons le cercle centré en C(—3;2) et de rayon r = /20
avec le point de tangence T'(1;4).

—_— — 2
TGP =y

4 z+3

() G2) =
Hr+3)+2(y—2)=20
dr+1242y—4=20
dr +2y+ 8 =20
2r4+y—6=0

Cette derniére équation est celle de la tangente t comme vu dans I'exemple
précédent.

Nous aurions pu obtenir différemment Péquation de cette droite. Nous

savons que 1 = T = (g) = (i)

Donct:2x+y+k=0.
Or t passe par T(1:4), donck= -6 ett:2x+y—6=0.

Généralisons le résultat ci-dessus en notant T'(z;;y,). On a

T CF = 1°

(IT —JI(_}) : (1‘ — Tt _ '!'2
Uy — Yo ¥y—"1o
On obtient I'équation de la tangente t 4 I' en T

(zp — x0)(x — Zo) + (yr — o)y — yo) =12

4.5 Tangentes par un point extérieur au cercle

On considére un cercle I' et un point A extérieur a ['. Il existe alors deux
tangentes a I' passant par A. Voyons comment déterminer les équations de
ces droites.

Exemple. Soit le cercle I' de centre C(—1;2) et de rayonr = /10 ainsi
que le point A(1;6).

On peut vérifier que ||c'71'[| > r et que le point A est done extérieur au
cercle.

Soit t : y = mx + h une droite passant par A. Comme A appartient a t,
onat=m-+h.
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4 Equation du cercle dans le plan

Ainsih=6—m etonadonct:y=mz+6—moumec—y+6—m=0.
Parmi les droites passant par A, celles qui sont tangentes au cercle I' sont
4 une distance r = /10 du centre C.

—m—2+6—m
Comme 6(C;t) =71, a |8 | _ V10.

vm?+1

Dot

—m—=2+6—m==+ty10(m* +1)

(—2m + 4)% = 10(m* + 1)
3m®>+8m—3=0

Dot my = é et ma = —3. Bt done hy = % at hoa = 9. On en déduit les
équations des deux tangentes & I' passant par A :

ti sy = %I—I—% et ty:y=-—3dz+9

Nous aurions aussi pu déterminer les points de contact en consndérfmt
Pintersection du cercle T' et du cercle de Thalés du segment d’extrémités

AetC.
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Exercices relatifs an chapitre 4

4.6 Exercices relatifs au chapitre 4

Equation du cercle

1.

Déterminer I'équation du cercle

a) de rayon 3 centré en C(2;5);

b) de rayon 5 centré en C(6: —3);

¢) centré & 'origine et passant par le point A(—2:7):

d) de centre C'(—3;5) et passant par I'origine ;

e) de centre C'(4:2) et passant par le point A(2; -3);

) de diamétre [AB] avec A(3;2) et B(—1;6);
) centré a Porigine et tangent a la droite d’équation 3x+4y—15=0:

h) de centre C'(1;—1) et tangent 4 la droite d’équation y = Za+ 2,
)

passant par les points A(3;1) et B(—1;3) et ayant son centre sur
la droite d’équation y = 3z — 2

j) passant par les points A(1;0) et B(5;0) et tangent a l'axe Oy.

On considére le cercle de rayon r = 5 centré en C'(—4; 0).
a) Déterminer I’6équation de ce cercle.

b) Déterminer les éventuels points d'intersection de ce cercle avec les
axes de coordonnées,

¢) Le point P(—1; —3) appartient-il au cercle ?
d) Représenter graphiquement la situation,

Dans chaque cas, déterminer si 1'équation proposée est celle d'un
cercle. Si oui, en donner son centre et son rayon.

a) 22 +y? +4x—10y —35=0 b) 2%+ 32 —35=0

¢) da® +4y* — 42+ 8y —59=0 d)a?+y*—6z—-8y+25=0
e) 922 + dy® + 6z + 4y = 18 f) 22 +y? + 42 -6y +25 =0
g) 2’ + 42+ 10z —-11=0 h) 3z® + 3y? 4+ 16z — 12y = 0
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4 Equation du cercle dans le plan Exercices relatifs au chapitre 4

4. a) Déterminer I'équation du cercle centré en C'(3; —4) et passant par 11. Déterminer I'intersection du cercle d’équation (z—2)?+(y—1)? = 25
A(15,-9). et de la droite y = 7z + 12.

b) Quelle est la position des points P;(3; —17), P>(13; —12) et P3(10:8)
par rapport & ce cercle?

12. Soit le cercle d’équation 2? +y? — 4z + 2y — 11 = 0. Déterminer 1'équa-

_ _ _ tion du diamétre passant par le milieu de la corde située sur la droite
5. Déterminer 1'équation du cercle passant par les points A(—3:—1), d’équation = — 2y — 3 = 0.

B(4;-2) et C(1;7).

13. On donne deux cercles I'; et I's. Déterminer les points d’intersection

6. Déterminer I'équation du cercle circonscrit au triangle ABC' avec
de ces cercles pour

A(T;—1), B(6;4) et C(4; —4).
a) 'y 12?4+ — 122 — 10y +41 =0et [p: 22+ 92 -8+ 4y —9 =0

b) T1:2%+y*—2x—4y—95=0et Ty : 2%+ y* — 262 — 22y + 265 =0
7. Déterminer 1'équation du cercle inscrit dans le triangle ABC donné

par les équations de ses cotés.

(AB) 14z +3y—12=0 (BC):y=2 (AC):2 =10 14. Déterminer I'équation du cercle qui passe par le point A(1; —1) et par

les points d'intersection des cercles d'équations 22432 +22—2y—23 = 0
et 2% +y? — 6z + 12y — 35 = 0.
8. Déterminer I'équation du cercle inscrit dans le triangle ABC donné
par les équations de ses c¢étés, ainsi que les équations des cercles exins-

crits de ce triangle. ) .
(AB):z =1 (BC) : 8z+4y—31 =0 (AC) : 4z —3y—58 =0 15. Déterminer les distances entre le point P(—7;2) et le point le plus

proche et le plus éloigné du cercle I : 22 + 3% — 102 — 14y — 151 = 0.

9, Déterminer I'équation du cercle

a) centré a 'origine et tangent & la droite d’équation 3z +4y—15 =0; 16. Verifier que le point 7' appartient & la droite d; et trouver les équations

b) centré en C(1;2) et tangent A la droite (AB) ou A(—4;—8) et des cercles tangents a d; en T et tangents & dz dans les cas suivants.
B@®:1): a)T(S;T} dy:3r—4y+19=0 dy:dax4+3y—58=10

¢) de centre C(3; —1) et tangent & la droite d’équation y =z — 2 B) T(43) di:y=52-1T7 dy:z—5y—5=0

d) de centre C(1; —1) et tangent a la droite d'équation y = $52z + 3 ;

¢) passant par les points A(3;1) et B(—1;3) et ayant son centre sur

la droite d'équation y = 3z — 2. 17

Déterminer les équations des cercles centrés sur la droite d et tangents
aux droites a et b dans les cas suivants.
a) d:3z+Ty—39=0 a:3z—4y+12=0 b:z=0

b) d:dzs—-5y—3=0 a:2x—3y—10=0 b:3z—-2y+5=0

10. Déterminer l'intersection du cercle centré en O de rayon /10 et de la
droite y = —2z + 1.
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4 Equation du cercle dans le plan

18.

19.

20.

21.

Déterminer les équations des cercles tangents aux deux droites d; et
ds et passant par le point A dans les cas suivants.

a) di:rx—2y+2=0 da i y=2r—1T7 A(6; —1)
b) dy:y=-2x-—2 dy:y=-2x+18 -~ A(1;0)

c) di:dz+3y—36=0 de :3x—4y+23=0

Déterminer les équations de tous les cercles de rayon r tangents a la
fois aux droites ¢ et b dans les cas suivants.

a) a:dr4+3y—12=0 b:yp=0 =12
b) a:3r—4y+12=0 b:12zx+5y—15=0 r=13

On considére les deux cercles T'y @ (z +9)® + (y — 12)? = 180 et

Is:22+y%=45.

a) Déterminer les coordonnées des points d'intersection des cercles I'y
et I‘g.

b) Soit A I'un de ces points d’intersection et C le centre de I'y. Montrer
que le triangle OAC est rectangle en A.

¢) Trouver les coordonnées du centre H de I'homothétie de rapport
positif transformant I'y en I's.

On considére la droite d : y = —z et les trois cercles

Fy:22+92—8y—9=0,T5:224+92+22—-6y+9=0et

F3:(x+3)°%+@y—-12%=1

a) Montrer que ['s est le symétrique de I'y par rapport a d.

b) Déterminer les coordonnées des points d'intersection des cercles 'y
et I's.

c) Trouver un point P de I'y et un point @ de I's symétriques 'un de
l'autre par rapport a d.

Tangente au cercle

22. On considére le cercle centré en A(5;0) et passant par l'origine.
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a) Calculer les coordonnées des points d'abscisse 1 de ce cercle.

b) Déterminer les équations des tangentes a ce cercle en ces points.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

Exercices relatifs au chapitre 4

Déterminer les équations des cercles de rayon 5 dont les centres sont
sur la droite d’équation y = —2x + 1 et qui sont tangents & la droite
d’équation 3z + 4y — 34 = 0.

On donne un cercle I' et un point A. Aprés avoir vérifié que A appar-
tient a I', trouver I'équation de la tangente & I' au point A.

a) T:(z—1)2%+(y+3)2=25 A(-2;1)

b) T:z?+y?—4z+6y=237 A(3;4)

¢) Tiz?4+y?—4y—12=0 A(2v?2;2 + 2//2)

d) [:322+32—Te+12y=28  A(5;—2)

Déterminer les équations des tangentes au cercle d’équation
2? + y? — 62 — 16 = 0 aux points d'intersection de ce cercle avec
les axes de coordonnées.

On considére le cercle de centre C'(4; —1) et de rayon r = 2, Détermi-
ner I'équation de la (des) tangente(s) de pente 2 a ce cercle.

On donne le cercle d’équation z* + y? — 10z + 16 = 0. Pour quelle(s)
valeur(s) de m la droite y = mx

a) est-elle tangente a ce cercle ?
b) coupe-t-elle ce cercle?

a) Montrer que les cercles d’équations 2 + y? — 162 — 20y + 115 =0
et 2 +y% + 8z — 10y 4+ 5 = 0 sont tangents.

b) Trouver le point de tangence T'.

¢) En déduire I'équation de la tangente commune en ce point T.

On considére le cercle I' centré & l'origine et passant par le point
M(3;4). La tangente & T' au point M coupe 'axe Ox en un point P.
On trace la droite joignant le point P au point B(0;5) qui recoupe I'
en un point A. Calculer 'aire du triangle OAB.
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4 Equation du cercle dans le plan

30. Calculer 'angle aigu formé par la droite d'équation y = 3z — 1 et le
cercle d’équation (z — 2)?+y? =5 (c'est-a-dire I’angle aigu que forme
cette droite avec la tangente en I'un de ses points d’intersection avec
le cercle),

31. Calculer T'angle sous lequel se coupent les cercles d’équations
(x—32+(y—12=8et a? +y* —dr+4y+6 = 0 (cest-a-dire
I'angle aigu que forment les deux tangentes en I'un des points d’inter-
section des deux cercles).

32. Déterminer les équations des tangentes au cercle d’équation
z? + y? — 4z + 5y + 4 = 0 perpendiculaires a la droite d’équation
2z +3y —6=0.

33. Déterminer les équations des tangentes au cercle I' passant par le

point P.

a) I':z?2+3%2=25 PiTEL)

b) T:(z+1)2+y2=20 P(1;6)

¢) T:(z—3°+(y—2)7°=25 P(10;3)

d) TI:z?+9y?—dr+2y—-31=0  P(-1:5)

e) T:iz?+y?—2c+4y=>5 Pi3:2)

f) T:z?+1y2-8r+2y+12=0  P(9%:4)

34. Déterminer les équations des tangentes communes aux cercles I'y et 'z,
a) Ty:224y%4624+4y—12=0 TIs:2°+3°—6x—2y+6=0
b) Tiig*+942=25 [o:2? +9%—24y+143=0

35. On donne le point C(0;9) et le cerele I' : (z + 1)+ (y —2)* =5.

a) Construire le triangle ABC isocele de sommet A sachant que [' en
est le cercle inscrit et que l'abscisse de A est positive.

b) Calculer les coordonnées des sommets A et B et des points de
contact A’, B' et C’ du cercle I' avec les cotés [BC|, [CA] et [AB]
respectivement.
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Exercices relatifs au chapitre 4

36. On donne les sommets A(—15; —5) et B(1:7) d'un triangle ABC.

a) Déterminer les coordonnées du sommet C' de ce triangle sachant
que le centre du cercle inscrit dans le triangle est l'origine du repére.

b) Montrer que ce triangle est rectangle.
¢) Calculer I'aire du triangle ABC.

37. On donne les sommets A(7:3), B(1; —1) et C(9;0) d’un triangle. Consi-
dérons le cercle I' de diamétre [AC] et T le point on la droite (BC)
recoupe I'. La tangente t & I' en T coupe le cbté [AB] en M.

a) Montrer que M est le milieu de [AB].
b) Calculer 'aire du quadrilatére AMTC.

38. On considére les points A(0;5), B(6;—3) et C(T;4).

a) Montrer que le triangle ABC est rectangle et déterminer 'équation
du cercle I'; circonscrit & ce triangle.

b) Déterminer 1'équation du cercle I's de rayon % qui coupe I'y en A
et dont le centre E, d’abscisse strictement positive, est situé sur la
droite d'équation 4o — 2y + 5 = 0.

¢) Déterminer les équations des tangentes ¢; et t; en A 4 Iy et Iy
respectivement et montrer que ces tangentes sont perpendiculaires.

Divers

39. On consideére le cercle I' : 2% +y? + 10y = 0, la droite d : y = —22 +6
et le point A(—4; —2).
a) Vérifier que le point A est situé sur I,
b) Déterminer I'équation de la tangente t au cercle I' en A.

c) Calculer les coordonnées du point d’intersection B des droites d
et t.

d) Calculer les coordonnées des points d’intersection €' et D du cercle
I' avec la droite d.

e) Montrer que les triangles ABC et ABD sont isocéles (préciser en
quel sommet).

f) Montrer que |AB|? = ||BC| - | BD).
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4 Equation du cercle dans le plan Exercices relatifs au chapitre 4

40. On considére les points A(0; 0), B(5;0) et C'(0; 5v/3). La droite perpen- 45. Trouver un systéme d'inéquations qui détermine la portion du plan
diculaire p & (BC) élevée en B coupe (AC) en D et la perpendiculaire représentée ci-dessous (y compris les frontiéres).
q & (BC) élevée en C' coupe (AB) en E.
a) Calculer les coordonnées des point d'intersection D et E.

b) Caleuler les coordonnées du centre I7 du cercle I'y circonserit au
triangle ADB et celles du centre Iz du cercle I'; circonserit au
triangle ACE.

¢) Montrer que les cercles [ et ['o sont tangents.
d) Déterminer I'angle aign formé par les droites (/I 2) et la droite g.
e) Calculer l'aire du triangle I} Bls.

41. On considére un cercle I" centré en C(zg:yp) et de rayon r. Montrer
que tout point P(z;y) du cercle [' vérifie les équations paramétriques =
{x = xg + 1 cos(p)
y = yo + 7sinfp)

avec ¢ € R.

42. Montrer que les systémes d’'équations ci-dessous représentent des cercles
dont on donnera le centre, le rayon et I'équation cartésienne.

z =3+ 2cos(yp) z =1+ cos(y)
8] {y = —2+ 2sin(y) b {y = —sin(y)

48. Déterminer l'ensemble des points M(z;y) dont les coordonnées véri-
fient l'inéquation donnée dans les cas suivants.

a) 2% +y* < 36 b) (x—3)%+ (y+4)*>8
&) a2 +y% 6y <0 d) 202 + 2% — 2z + 10y +5>0

L

Représenter 'ensemble des points M (z;y) dont les coordonnées véri-
fient le systéme d’'inéquations donné dans les cas suivants.

2 2 _ o 2 2
2) {1: + 9% — 2 — 4y < 20 b) {zx +2y* > 75

r—1<0 204+ 3y+5<0
? +y? <25

c)sw—y+5=0
r—y—5<0
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4 Equation du cercle dans le plan

Réponses aux exercices du chapitre 4

1.

e - o >

10

3
12,
13.
14.

15.

16.
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a) (z—2)+ (y—5)? =9
¢) 2% +y% =53

e) (z—4)2 + (y—2)2 =29
g)rt4L9y?=9

i) (z—2)? +(J—42—1G
j) deux solutions : (x —

b) (z — 6) ‘+(J—3}'-25
d) (z+3)*+(y—5)°=34
f) (@ -1+ (y—4)2°=

h) (z—1)*+(y+1)>=4

3 +(yxV5)?:=9

a) (z+4)2+y> =25 b) I1(0;3), Ir(0; —3), Is(—9;0) et I4(1;0)

C) 1non

b) oui, C(0;0), r = v/35
d) non car r =0 e) non
h) oui, C(—§;2), r =22

)

a) oui, C(—2;5),r =8
¢) oui, C(—' —-1),r=4
f) non g) C(=5;0), r=6
a) (x—3)% + (y+4)* =169
b) P, appartlent au cercle, % intérieur et P; extérieur

(z—12+(y—-2%2=25
322 4+ 3y? — 142 — 4y —56 =0
-2+ w+3=%%

cercle inscrit : (z —6)? +(y+3)2 =125
cercles exinscrits : (x—11)2+(y—12)2% =
et (z +29)% + (y + 8)% =900

) +{y-2?=2 ¢) (z-3)*+(y+1)*=2
e) (x—2)24(y—4)* =10

100, (z—16)2+ (y+23)2 = 225

a)z?+y* =9 b}(
d)(@-1)2+(y + 1)
Ii(-1;3) et I5(2; —1)
I (—1;5) et Io(-2; —2)
y=—2r+3

a) 11(2;3) et I(42; &)

5

3 b) 1(9;8)
2?2 4+9y? +6z—-9y—17=0
Plus courte distance : 2 et plus longue distance : 28

a) 2?2+ (y—11)2=25
b) (2= §) +(u - ) = 4

(z—6)*+(y—3)*=25
(z+1)2+(y—4)*=26

17.

18.

19.

20.

21.

22.
23.

24,

25.
26.
27.

28.

29.
30.
31.
32.
33.

Réponses
a) (:c+36 +ly—= 21)2—1296 (z—%) +(y— 8=
b) (@=2)*+ -1 =1 (@+8)2+(y+7)7=2%"
a) (x— )2+ (y _%;)2:;.8%0 (x —2)2+ (y+3)‘—20
b) (@ 5" +(y+2° =20 (z—2)°+(y— ) =20
c) (x—2)2+(y—1)2=25 ($+23)2+(y+ Sq)z 18769

a) (z—4)°*+y—2)* =4, (2+1)2+(y—2)?
(-7 +y+2)*=4

b) (x+3)2+(y—4)2 =9, (2—
(@+3)?+@+H)* =9

a) (3:6) et (-3 -8)  ¢) H(%-12)

b) (—3;0) et (—4;1)
¢) deux solutions : P;(—3;0) et Q1(0; 3) ou Po(—4;1) et Qo(—1:4)

=4, (£—2)%+(y+2)? =4,

3P+ (y-22 =9, (z-2)*+(y-3)*=9

a) T1(1:3) et T(1;-3) bjy=3z+Zety=—32-3

(x+11)2+ (y—23)2=25¢et (x+1)2+(y—3)2 =25
a)3z—4y+10=0 b)z+Ty—-31=0 ) z+y—2—4v2=0
d)z—5=0

=8 2=-2,3z—-4y+16=0et 30 +4y+16=0

y=22—-9+2/5ety=22—-9-2V5
a}mz:l:%
b) T{35: %)

375
34

45°

3
b} m| <3

c) 12z 4+ 5y —55=0

90°
6z —dy — 22 + 513 =0

a)3r+4y—25=0 et
b)2z4+y—-8=0 e =z—2y+11=0
c)dr—3y—31=0 e 3x+4y—42=0
dyy=5 et dx—3y+19=0
e)Jr—3y+3=0 e 3dz+y—11=0
fla—2y—1=0 et y=2z-14

dx—3y—25=10
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4 Equation du cercle dans le plan

34.aly=3etdz—3y—19=0

35.
36.
37.
38.

39.

40.

42.

43.

44,

45.
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b)y=vV8x+15, y=—v8z + 15,y =v3z + 10 et y = —/32 + 10
3, e g ATE i 6,12 g

A(%% B(-6;-3) A'(-3;3) B'(z:%) C(06;0)

a) C(10; —5) c) 150

5

a)Ty:(x—324+(y—1)%2=25 b)To:(z—-2+(y—-2)P2=2%

c)t1:3z—4dy+20=0etty :4x+3y—15=0

b)t:dz—3y+10=0 c) B(3; %) d) C(4;—2) et D(Z; 18

e¢) isocéles en A et en D respectivement

a) D(0; —S—‘C{EJ et E(—15:0) b) I1(2: *3%{3) et Ip(—23; i;’_)

d) 3 e) &4

a) C(3;-2),r=2, (z—37°%+(y+2)°=4

b) C(1;0), r=1, (z—1)2+p2 =1

a) intérieur et pourtour du cercle centré en 'origine et de rayon 6
b) extérieur du cercle centré en (3; —4) et de rayon /8
¢) intérieur du cercle centré en (0;3) et de rayon 3
d) extérieur et pourtour du cercle centré en (3; —3) et de rayon 2
-4 >
o 1~ = -
- i \. 2 - i
N - . PR T LT
T 3 ' . ' o .
2 : : ::\‘ \‘ l: e : a‘
K. L A  HL 1 el L VT
oES L ¢ : T
1-..___4',- A ~ e ", .‘\ :/"’ K
L E A o o et
y=2T—2a
s—2y+2<0
(x—4)*+(y-3)°<25

5 Equations de la droite et
du plan dans ’espace

Explorer la géométrie de I'espace améne une plus grande richesse de notions
et de situations.

Nous avons vu au chapitre 3 qu'une droite du plan peut étre décrite par
différentes équations : vectorielle, paramétriques et cartésiennes. Dans ce
qui suit, nous allons voir qu’avec quelques ajustements c’est encore le cas
dans l'espace. Il est aussi possible de décrire par les mémes types d’équa-
tions des plans et d'étudier les positions relatives de droites et de plans.
Nous calculerons aussi des angles formés par des droites et des plans.
Pour améliorer la compréhension de ce chapitre, il est judicieux de savoir
représenter de maniére réaliste des droites et des plans. A cet effet, I'étude
de I'annexe A est recommandée.

5.1 Equations de la droite

Comme en géométrie plane, une droite de l'espace est entiérement déter-
minée par deux points distincts. Ceux-ci définissent un vecteur non nul,
appelé vecteur directeur de la droite, qui indique la direction de cette
droite. Pour décrire une droite dans l'espace, il suffit d’en connaitre un
point A et sa direction donnée par un vecteur directeur d.

Pour tout point P de la droite d, les vecteurs Z}i et d sont colinéaires. Il

existe donc un nombre réel k vérifiant AP = kd. Réciproquement, tout
nombre réel k définit un point de la droite.

—_— —

Ped & AP=kd, keR

Si la droite est déterminée par deux points distincts A et B, un vecteur
directeur peut étre d = AB.
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5 Equations de la droite et du plan dans I'espace

dy
Considérons un point A(z ,:y4;2,4) d'une droite d et d = | d2 | un vec-
ds
teur directeur de cette droite. Quelle condition doit vérifier un point quel-
conque P(z;y;z) pour appartenir 4 la droite d?

Comme OP = OA + AP = OA + kd, on obtient I'équation vectorielle
de la droite d. s g i
Ped & OP=0A+kd

__\?f_\_’
kd
0

A

> d
P
Les coordonnées x, y et z d'un point P quelconque de d doivent alors

vérifier la condition suivante appelée représentation paramétrique de
la droite.

€ T 4 dl
Y| =|ys| +k-|do| aveckeR
2 Z4 d3

On obtient alors les équations paramétriques de la droite.

=z, +kd
Yy=ys+kds aveckeR
2=z, + kds

Pour éliminer le paramétre k dans ces équations, nous pouvons utiliser la
méthode des combinaisons linéaires.

z=x,+kd; | -dy ds
y=yy+kdy | (—d1)
z=1z,+kds (—dy)

dox — dry = dozx 4y — dryy
dg;c - dlz = d3‘T'A = d]_ZA
ar+bhiy+cz+e =0
ao@ +boyy +coz+ex =0

On obtient le systéme d’équations cartésiennes {

qui peut étre écrit sous la forme {
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Equations de la droite

Exemples.
1. Une droite d passe par le point A(2;—1;3) et admet comme vecteur

1
directeur d = ( 5 ) .
—2

Soit P(x;y; z) un point quelconque de la droite. Les différentes des-
criptions de d sont

Equation vectorielle : OPF =04 + kd
x 2 1
Représentation paramétrique : y|l=|-1])+k-| 3
Z 3 -2
z= 2+k
Equations paramétriques : y=—1+45k
z= 3-2k
r= 241k 5 2
y=—14+5k|(=1)
z= 3-2k i
. ’ " br—y—11=0
Equations cartésiennes : {2.’0 P

La droite d passe-t-elle par les points C(5;14; —3) et D(1; —6;3) ?
Pour le savoir, nous substituons les coordonnées de C' dans I'une des
différentes descriptions de d, par exemple dans les équations parameé-
triques.

3 24+ k
14 =—1+ 5k

3= 32k

[l

La premiére équation donne k = 3 (méme valeur pour les trois équa-

tions) et donc C € d.

On a aussi {5‘5*14_ =4 ’
2:54(-3)—-T=0

5:1—-(-6)-11=0

2.14+43=T#0 et done D & d.

Pour le point D, on a {

. Une droite d passe par le point A(1; —2;4) et est paralléle & la droite

(BC) ot B(3;—2;0) et C(—5; —2;2).
La droite d a la méme direction que la droite (BC).

—8 —4
Comme ﬁ = (0) =P (0) et que tout vecteur non nuwl
& 1
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5 Equations de la droite et du plan dans I'espace Positions relatives de deux droites

Soient une droite a passant par le point A et de vecteur directeur @ et une
droite b passant par le point B et de vecteur directeur b. Nous pouvons
décrire leur position relative en utilisant le schéma ci-dessous.

colinéaire a4 un vecteur directeur d’une droite est aussi un vecteur

directeur de cette droite, on peut choisir d=| 0| comme vecteur
1

directeur de la droite d. On en déduit

T 1 —4 x=1-4k |1 | @ et b colinéaires? |
d:lyl=|-2|4+k-| 0 | & iy=-2
z 4 1 z=4+k 4 oui non

@{y+2:0

r+4z-17=10

@ et AB colinéaires? @, b et AB coplanaires?
Remarques,
- 0 oul non oui non
1. Dans 'exemple précédent, on observe que o ez=|(0|-|1]=0.
. 1 0 droites droites droites droites
On en déduit que d L €3 et que la droite d est paralléle au plan Ozz. confondues strictement o gauches
Plus généralement, si une composante du vecteur directeur est nulle, la b paralléles i 3
droite est paralléle & un des plans de référence. A
2. Si dy = do = 0, nous pouvons écrire d- e = W g> = 0 et done = e a
et d L e;. Ainsi la droite d est perpendiculaire au plan Ory et donc v
paralléle 4 I'axe Oz. Plus généralement, si deux composantes du vecteur
directeur sont nulles, la droite est paralléle & un des axes. 5 /
\

5.2 Positions relatives de deux droites
Exemple. Considérons la droite d passant par les points A(3;0;1) et

Si, dans le plan, deux droites ne peuvent étre que sécantes ou paralléles, B(2;1; 1) ainsi que la droite e passant par les points C(4;—5;2) et
la situation est plus riche dans 'espace. Deux droites de 'espace peuvent D(2;1;6).
ne pas étre coplanaires. Elles sont alors dites gauches. s =1 _— =1

. Lesvecteurs d = AB= | 1 | et & = %C D= | 3 | sontdes vecteurs
Sur la figure ci-contre, les _9 9

droites (BF) et (DH) sont
stricternent paralléles, les
droites (AB) et (BF') sont

directeurs des droites d et e et ne sont pas colinéaires.
— —
Déterminons si d, € et AC sont coplanaires.

sécantes et les droites (AB) o -1 -1 1

et (DH) sont gauches. Det(d;€; AC) = 12 g —19 =—14+#£0
Dés lors, deux droites de l'espace peuvent &tre confondues, strictement

paralléles, séeantes ou gauches. Nous en déduisons que les droites d et e sont gauches.
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5 Equations de la droite et du plan dans I'espace

Remarques.

1. Les affirmations suivantes sont équivalentes.
a) Les vecteurs @, b et AB sont coplanaires.
b) Les droites a et b sont coplanaires.
¢) Il existe un plan contenant les droites a et b.
d) Les droites a et b ne sont pas gauches.

2. Nous pouvons déterminer I'intersection de deux droites en résolvant un
systéme d'équations décrivant ces deux droites (voir exercices) et en dé-
duire partiellement leur position relative. Si le systéme est indéterminé,
les droites sont confondues. Si le systéme admet une solution unique,
les droites sont sécantes et si le systéme est impossible, les droites sont
strictement paralléles ou gauches.

3. Si les vecteurs directeurs de deux droites sont orthogonaux, celles-ci
sont orthogonales. Si de plus elles sont sécantes, on dit qu’elles sont
perpendiculaires.

5.3 Equations du plan

Un plan de 'espace est entiérement déterminé par trois points non ali-
gnés. Ceux-ci permettent de définir deux vecteurs non colinéaires appelés
vecteurs directeurs du plan.

Afin de décrire un plan dans l'espace, il suffit d'en connaitre un point A
et deux vecteurs directeurs non colinéaires U et U.

— =

Pour tous les points P du plan 7, les vecteurs AP, u et ¥ sont coplanaires.
Il existe donc deux nombres réels A et g tels que AP = AW + puv. Réei-
proquement, a tout couple de nombres réels A et u correspond un point P
du plan.

prom

Per & AP=)d+uv avec\pueR
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Si le plan est déterminé par trois paint_s_n}on alignés_{l? B et C, on peut
choisir comme vecteurs directeurs @ = AB et T = AC.
U1 Vi
Soient A(z,4:y4;2,4) un point d'un plan T et & = [us | et T = | v2
Ug Vg
deux vecteurs directeurs de ce plan. Quelle condition doit vérifier un point
quelconque P(x;y;z) pour appartenir au plan 7 7

Comme OP = OA + AP = OA + AT + uv, on obtient 'équation vec-
torielle du plan .

Per & OP=0A+)\T+u7
P
A
Eil

En considérant les coordonnées des points A et P et les composantes des
vecteurs ¥ et ¥, on trouve la représentation paramétrique du plan.

T T4 Uy L
V] =lya | +A |wa] +u-|va] avec \,u€R
zZ Z4 Uz 1L}

On en déduit les équations paramétriques du plan.

T =, + Auy + pvy
Y=Y+ Mg+ pv; avec A, p e R
2=z, + Aug + vy

En éliminant les paramétres A et p de ce systéme d’équations, on obtient
une équation cartésienne du plan de la forme suivante.

ar+by+cz+d=0
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Exemple. Soit le plan m déterminé par les points A{—3; 1:4), B(—1;2;7)
et C(0;5;2).

On note P(x;y:z) un point quelconque du plan w. Ses différentes des-
criptions sont les suivantes,

OP = OA 4+ MAB + uAC

Equation vectorielle :

a -3 2 3
Représentation paramétrique : yl=11]+A{1]+p-| 4
z 4 3 -2
) T=—3+2A+3u
Equations paramétriques : y= 1+A+4u
z= 4+3MA—2u
r=-34+22+3u |1 -3
y= 14+X+4p | -(-2)
z= 4+4+3A—-2u (—2)

r—2y = —6-—5u |-13
30 —2z=-=17+13u | B

Equation cartésienne : 14z — 13y — 52+ T5=10

Remarques.

1. Comme on I'a vu 4 la page 138, une droite peut étre représentée par un
ar+bhy+ecz+di =0
as® + bay + oz +do = 0"
tions représente un plan. Une droite de 'espace peut done étre consi-
dérée comme l'intersection de deux plans sécants.

systéme d’équations { Chacune de ces équa-

2. L'équation cartésienne d’un plan peut aussi étre établie en utilisant la
notion de déterminant vue au chapitre 1.

Per & AP, TetT sont coplanaires

E—Fy U1 W1
y—yq uz vz2| =0
T %y U3 U3

& Det(AP; ;7)) =0 <«

En reprenant 'exemple précédent, on obtient

z+3 2 3
y—1 1 4|=0 & 14z—-13y—52+76=0
z—4 3 -2
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5.4 Vecteur normal 4 un plan

Soit un plan 7 de vecteurs directeurs @ et ¥. On appelle vecteur normal
au plan 7 tout vecteur non nul 7@ orthogonal & ¥ et & ¥. Ce vecteur est
alors orthogonal & tout vecteur directeur de ce plan (voir exercice 30).

Notons que si 7 est un vecteur normal & un plan, tout vecteur non nul
colinéaire & 7 I'est aussi.

Etant donnés deux vecteurs directeurs 7 et T d’un plan 7, on montrera au
chapitre 6 qu’on peut trouver un vecteur normal 7 en résolvant le systéme

— =
o~ & o | T =10
indéterminé < _, _, .
n-v=»0

Le théoréme suivant &tablit le lien entre 'équation cartésienne d’un plan
m et un vecteur normal 4 ce plan.

a
Théoréme 13. Le vecteur @ = | b | est un vecteur normal au plan w
[

d’équation cartésienne az +by +cz +d = 0.

2
Exemple 1. Reprenons l'exemple précédent on T = (1) et T =
3

3
( 4 ) Comme I’équation du plan est 14z — 13y — 5z + 75 = 0, en
-2

14
vertu du théoréme 13, un vecteur normal au plan est W = (—13) . On

—5
vérifie aisément que % - U =0 et que W+ T = 0.
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Exemple 2. Déterminons 'équation du plan w perpendiculaire & la
droite (AB) et passant par C' oit A(0;2;—1), B(3;—1;5) et €(3;10; —2).

1
Le plan 7 admet pour vecteur normal AB ou encore 7 = %ﬁ = (— 1) -
2
Ainsim iz —y+2z+d=0.
CommeCcm,ona 3—10—44+d=0=d=11.
Doncm:x—y+2z4+11=0.

5.5 Distance d’un point & un plan

Soient un plan 7 et un point P quelconque. Nous voulons calculer la dis-
tance §( P;7) du point P au plan 7. Nous adoptons une démarche analogue
a celle présentée au paragraphe 3.7 o0l nous avons calculé la distance d'un
point & une droite.

Considérons un vecteur 7 110rma£1'u plalﬂ et un point A de ce plan. La
distance cherchée est d(P; 7) = ||AQ|| ot AQ) est la projection orthogonale
du vecteur AP sur 7.

En utilisant le théoréme 6 du chapitre 2, on trouve

|AP -7
7]l

Théoréme 14. Soit le plan w d’équation ax +by +cz+d = 0 et un point
P(xp;yp;2p). On &

5(P;w) = | AGI| =

lazp + byp + czp + d|
A= VaZ + 0% + 2

146

Positions relatives d'une droite et d’un plan

Démonstration.
a
Le vecteur @ = | b | est un vecteur normal au plan . Soit A(Z 43 04324)
e
= Tp—Ty
un point de 7. Alors AP = | yp—y, | etona
Zp— 2,

s(Pim) = AP T _ |a(@p =) +byp — ) + clzp = 2,)

17| Va?+ b2 +c?
_ lozp +byp +cap — (awy + by, +czy)|
va? +b? + ¢2

Les coordonnées du point A vérifient 'équation du plan 7. Par conséquent
ar, +by, +eczy +d =0, c'est-d-dire ax, + by, +cz, = —d et donc

lazp + byp + czp +d|

via? + b2 + ¢?

a(P;x) =

Exemple. La distance entre le point P(2;—3;5) et le plan = d’équation
dr+4y—Tz+1=0est §(P;m) = it d (3] —7a+1] = @
42+ 42 4+ (-7)2 9

Remarque. A I'aide du théoréme 14, on peut déterminer les équations
des plans bissecteurs de deux plans donnés (voir paragraphe 6.3.3).

5.6 Positions relatives d’une droite et d’un
plan

Soient une droite d passant par un point A et de vecteur directeur d et
un plan 7 de vecteur normal 7.

La droite d est paralléle au plan
7 si et seulement si les vecteurs
d et 7 sont orthogonaux.

b
g
)

/

Y

d

3

Si, de plus, A € 7, la droite d est
contenue dans le plan . x -
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»“"%\

Dans tous les autres cas, la droite

d est sécante au plan 7. T g
n
r d

T 2 3
Exemple. On considére la droited: |y | = | 5| +k-| 4 | etleplan

z ] —2
midx—y+42+10=0,
Onpeut prendred = | 4 | et @ = | =1 |. Comme d -7 # 0, la droite

-2 4

et le plan sont sécants.

On peut déterminer le point d’intersection I de d et ™ en remplacant dans
l'équation cartésienne du plan les variables x, y et z par leur expression
tirée des équations paramétriques de d. On obtient

2(2+3k)— (5+4k)+4(-2k)+10=0 = k=% = I(3;11;-3)

Remarques.

1. Ladroite d et le plan  sont perpendiculaires si et seulement si le vecteur
directeur d et le vecteur normal 7 sont colinéaires.

2. On détermine l'intersection d'une droite et d'un plan en résolvant un
systéme d’équations les décrivant. Si le systéme admet une solution
unique, la droite est sécante au plan. Si le systéme est impossible, la
droite est strictement paralléle au plan. Si le systéme admet une infinité
de solutions, la droite est contenue dans le plan.

5.7 Positions relatives de deux plans

Deux plans peuvent étre confondus, strictement paralléles ou sécants.

Soient un plan m; passant par A et de vecteur normal 77 ainsi qu'un plan
o passant par B et de vecteur normal 5. Nous pouvons décrire de facon
systématique leur position relative en utilisant le schéma suivant.
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et na calinéairesﬂ

oul

pl

plans confondus

ans plans sécants
strictement paralléles

-
. 3
Irﬁ Q
B
A

Considérons les équations cartésiennes de ces deux plans.

Tiiae+biy+ejz+dy =0et w2 @+ boy + oz +da =0

On a
7 et m, paralléles < 7 et ns sont colinéaires
ay az
& ilexiste A€ Rtelque [ by | =A- | by
C1 C2

De plus, les plans m; et mp sont confondus si d;y = Ads et strictement
paralléles si d; # Ads.

Exemple. On donne trois plans 71 : 6z — 2y + 22+ 5 = 0,
me:—3r+y—z+1=0etm:4de—10y — 32+ 16 =0.

6 -3
Les plans m et m; sont strictement paralléles car | -2 | = —2. | 1
2 -1
et b#—2-1.
4 6
Le plan 73 est sécant 4 w1, et donc & o, car | —10 | et | —2 | ne sont
-3 2

pas colinéaires.
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Pour déterminer la droite i d'intersection de w2 et wa, nous cherchons
deux points dont les coordonnées vérifient les équations des deux plans

—3r+y—z+1=0
de—10y—32+16=0"

Les points A(1;2;0) et B(—1;0;4) appartiennent & la dreite i qui peut
donc étre décrite par

s=1+k
y=24k.

z= —2k

5.8 Angles entre droites et plans

Nous avons étudié la notion d’angle de deux vecteurs au chapitre 2. Nous
allons appliquer le résultat obtenu au calcul de I'angle de deux droites,
d’une droite et d'un plan, ainsi que de deux plans.

5.8.1 Angle de deux droites

On appelle angles de deux droites les angles formés par l'une de ces
droites et la paralléle 4 'autre menée par un point de la premiére.

L'angle aigu ¢ de deux droites est 'angle entre les vecteurs directeurs de
ces droites ou le supplémegltaire de cet angle. Si les droites a et b ont pour
vecteurs directeurs @ et b, on a

1@ b
a .

cos(p) = —=—
4 e

150

Angles entre droites et plans

5.8.2 Angle de deux plans sécants

Les angles de deux plans peuvent étre calculés en considérant les vecteurs
normaux A ces plans.

ny
v
T2
1
P

7 : vue en coupe

Si les plans m et w2 ont pour vecteurs normaux 727 et 73, leur angle aigu

@ est donné par

cos() — LT
izl

Exemple. L’angle aigu ¢ des plans 2z —y+3z =0 et x+5y+22—5 =10

est donné par
2 1
~1]-|5
3 2 3

oSl —-] =
W =—"G7m Vi

= (p a 81,58°

5.8.3 Angle d'une droite et d’un plan

Si une droite n’est pas perpendiculaire & un plan, on appelle angle de
la droite et du plan I'un des angles de cette droite avec sa projection
orthogonale sur le plan. Sila droite est perpendiculaire au plan, 'angle est
droit.
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L’angle aigu ¢ formé par la droite d de vecteur directeur d et le plan 7 de
vecteur normal 7 vérifie donc

- d -7
cos(90° — ¢) = sin(yp) = e

Exemple. Soit le plan w d’équation cartésienne 3r — 2y +22—1=0et

r=3+k
la droite d’équations paramétriques { y =1+ 3k.
z=4-— 5k

L’angle aigu @ formé par d et w vérifie

e,

cos(90° — @) =sin(g) = T = T Ji7

Ainsi ¢ = 32,20°.
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5.9 Exercices relatifs au chapitre 5

Droite

1. Les points A, B et C ci-dessous sont-ils alignés ?
a) A(3; 1'—1), B(2;0:4) et C(-3;2;5)
b) A(2; —1;0), B{l; 1:-2) et C'(4; —5; —11)

c) A(Sl ) ;%;%)etC(9:4;%)
d) A(13;-22;2), B(—5; —10;26) et C(—38; 12; 60)
e) A(“,— 1;—-3), B(2;: -4 2) et O(—28; 3; -4
r=ok 3 1=0
2. Soient les droites d; : { y =2+ 3k, dz:{f_g_ 4_ "
z=3+3k e
&—1
et ds: :CE]. +1
—_—
5

Les points A(6;—10;:-8), B(3:;8;9), C(6;-1;0) et D(—6:35;36)
appartiennent-ils aux droites dy, ds ou dg ?

3. Trouver une représentation paramétrique et donner les équations car-
tésiennes de la droite
0
a) qui passe par A(1;2;3) et de vecteur directeur d=1-2 i
2
b) qui passe par A(2;3;5) et B(1;5:7);
¢) qui passe par A(—3;5;2) et est paralléle & Oz ;
d) qui passe par A(0; —2; —T) et est paralléle a4 Or;
e) qui passe par A(8:6;—12) et est paralléle a la droite (BC) on
B(4;0;-2) et C'(5; —2;3) ;

=0
f) qui passe par A(1;—2;0) et est paralléle a la droited : { y =1 —k .
z =23k
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z=2-5k
4. On donne la droite d : { y = —1 + k . Trouver le point de d
z =3k

a) qui a une abscisse égale a4 12;

b) qui a une ordonnée égale & 5;

¢) qui a une cote égale & —2

d) dont 'abscisse et la cote sont égales ;

e) dont la cote est égale au double de 'ordonnée.

z=4—AX
5. Déterminer les équations cartésiennes de la droite d : ¢ y = 6A
z=8—5A
z=4-—3k =342k
6. a) Solent les droites p: < y = 6k ebg: S y=5—2k.
z=8—5k z=1+k

Donner pour chacune d’elles un systéme d’équations cartésiennes
r—a y—b z-—c

du type 0 = & @
—2y=-13 Jr+2y—z2=4
b) Soient les droites r : i et s: RiF g :
T4+z2=2 T—Yy+z2=2

Donner pour chacune d'elles les équations paramétriques et un sys-
g _ : z—a y—b z-c
téme d’équations cartésiennes du type = = .
d 1 dz dS

; . . T 1 -3
c) Une droite t est donnée par 1 : = S Donner les

équations paramétriques de cette droite.

7. Montrer que les systémes d’équations suivants déterminent la méme

droite. ;
=3 +2k r=5+2r z=—1+s
y=5—-2& y=3—2r et y=9—s5
po=1 4=k z2=24r z:——1+%3
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8. Montrer que les descriptions suivantes déterminent la méme droite.
{wx—%—lh=0 . T=2_y-5_2z-2

Mr—y-102=3 & 3 - 2 - 1

Intersections et positions relatives de deux droites

9. Indiquer si les paires de droites suivantes sont sécantes, strictement
paralléles, confondues ou gauches. Dans le cas ot elles sont sécantes,
déterminer les coordonnées de leur point d’intersection.

r=-—2k r=4t4+4

a) { y=3+5k et y=1—9
z=-142k =1
x=6—-2k c=4t+1
y=3+5k et y=1-—10¢
z=~1-k z=2+2
=0+ 2k T = 6t
yE=t—k et Jy=2-3t
z=3+k =8
z=k+3 r=1—2

d) 3—2k et y=t—3
2~——1—2k z2=2-3¢t
$+y=4 ” :.c+3y+z—9
x=2+5k 5
y =3+ 4k et x; =y;3=zgl
z=1+5k

10. Les droites d; et d passant respectivement par A1, B; et Ay, B, sont-
elles sécantes, confondues, strictement paralléles ou gauches 7 Dans le
cas ou elles sont sécantes, déterminer les coordonnées de leur point
d’intersection.

) Aq(1;0; 1), B1(10;6; 4) et Az(0; 2;2), Ba(4:2; 2)
b) A1(—4;2;1), By(—1:1:3) et As(0;5; =2), Ba(9;2:4)
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c) A1(8;0;3), By(—2:4;1) et Ay(8;3;-2), By(0;0;5)
d) A,(2;—3:1), By(3:—23) et Ay(0;—5;—3), Ba(5;0;7)
c) A1(6;4;—4), By(4;0;—2) et Ay(7:0;-2), 32(11__4,0)

11. Déterminer les coordonnées des points d’intersection des droites ci-
dessous avec les plans Ozy, Oyz et Oxz 1.

r=1+k =2
ajqy=-3+k b) L y =545k

z=3-—3k z=9+3k

z=—0+5bk c=4+2k
c)sy=6 d){y=-T

z=-—94+k z=1

z=1+A =5+u
12. On considére les droites @ : ¢ y=—3—2X . b: ¢ y=—2+p et

x=3+v z=2A z2=3+ M
e y=—T+v.

2=2+v

a) Montrer que les droites a et b sont orthogonales et gauches.

b) Montrer que les droites a et ¢ sont perpendiculaires. Calculer en-
suite leur point d’intersection.

13. Trouver les nombres réels p et ¢ pour que les droites d et d' suivantes
solent paralléles.

=1+ pA z=—1+(p—3)u
d:s y=2+(1—g)x d:<y=2u
z=(2¢+ 1)\ z=—1+qu

1. Ces points sont appelés respectivement premiére, deuxiéme et troisiéme trace de
la droite (voir annexe A).

156

Exercices relatifs au chapitre 5

14. On considére la droite d; passant par A(2;1;1) de vecteur directeur

1
d; = m ainsi que la droite dp passant par B(—5;2; —7) de
m—1
i 2—m
vecteur directeur do = —3 |. Etudier les positions relatives des

-2
droites d, et ds en fonction de m.

Plan

15. Montrer que les points suivants sont coplanaires.
a) A(0;2;4), B(1;-1;3), C(—8;2:1) et D(—6;—4; 1)
b) A(5:2:1), B(—6;3;—2), C(2;5;2) et D(0;0; —2)

16. Dét(,rmmer z pour que les points A(1:1;9), B(5; 3;14), C(0; —3;0) et
D(—%; %: 2) soient coplanaires.

17. a) Montrer que les quatre points A(—4;0;3), B(—2;3;0), C(0;2; 1) et
D(2;1;2) sont situés dans un méme plan.

b) On donne les points A(1;1:3), B(3;1;—1), C(2:1;2), D(4:2:2) et
£/(3;2:4). Sont-ils coplanaires? Y en a-t-il quatre qui soient copla-
naires 7

18. Les points A(0;2;2), B(4;5;2) et C(3;—2; I) appartiennent-ils au
plan d’équation 2z + 3y — 32— 5=07

19. Les points A(—2;7; 8) B( 4,4 3) et C(%;—2:15) a,ppartlennent-lls

au plan d’équation )
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20. Trouver une représentation paramétrique et I’équation cartésienne du

plan

a) qui passe par A(1;—2:3) et qui admet pour vecteurs directeurs
0 5

T=|-2|etv=| 8

2 -3

b) qui passe par O, A(’>‘ 1;—1) et B(1;3;—1);

¢) qui passe par 2) B(5;2;1) et C(2:5;2);

d) qui passe par A B(2; 5; .') et C(3;5;2);

L
i3)
- ) et qui est paralléle au plan Ozy ;
4 6) et qui est paralléle au plan Oxz;

1;—4) et qui est parallgle au plan Oyz;

1_,.

= (D

qui passe par A(T:
qui passe par A %
qui passe par A(—3;5: —4) et qui est paralléle au plan de la ques-
tion b) ;

i) qui passe par O, par A(—3;2;5) et qui est paralléle a I'axe Oz.

o3

)

) A(-
) U
} qui passe par A(5:2
) (
) (
)

=

21. Trouver I'équation cartésienne du plan « passant par A(4;2;1) et

T=2+k
contenant la droite d : { y =1 — 3k.
2=3+k

22. Déterminer 1'équation cartésienne du plan passant par le point A et
paralléle an plan o dans les cas suivants,

& —2 1 3
a) A(2;-5;3)eta: [y ] = 2 | +s- | -1 +¢t-|1
z 4 2 1

b) A(2;2;-2)eta:z—2y—32=0

23. Montrer que les descriptions parameétriques suivantes déterminent le
méme plan.

T <l 1 -2

y|= -3 +s-|12]|+¢t-| 3

z 3 1

- 7 — c=T7+4p+2q
yl=[-4]+&-[ 5 | +I-| 1 et y=—4—6p+4qg
z 2 1 z2=2-2p

158

Exercices relatifs au chapitre 5

24. Trouver une représentation paramétrique des plans suivants.
a)2z —3y+42+5=0 b)2r—y+2—-4=0

25. On donne deux droites dy et dy. Montrer qu'elles se coupent en un
point [ et donner I'équation cartésienne du plan qu’elles déterminent.

T=5+k z="5+2]

a)di:{y=1 etdy:qy=9+4
z=-1-k z=T7+2l

b dy T2 _¥=6_z-1 . [So-2y+72+32=0
3 2 4 .I—!—-y-e—zzo

26. Déterminer I'équation cartésienne du plan =
9]

a) qui passe par A(3;4;1) et qui a pour vecteur normal 7 — | —9 -
- 0 5

b) qui a pour vecteur normal @ = | 3| et qui passe par A(—2;6;7);

0

c) qui passe par A(—6;10;16) et qui est perpendiculaire i la droite
r=606-8k
y=4+4k.
z =8k

27. Déterminer 'équation cartésienne du plan

a) qui passe par A(3;1;1) et qui est perpendiculaire 4 la droite (BC)
olt B(1;0;5) et C(3;—3:8) ;

b) qui passe par A(1;—2;4) et qui est paralléle au plan d’équation
Sr+2y—z2+45=0;

¢) qui passe par A(—3;3:2) et qui est paralléle au plan donné par

4 =] 9
y)l=s8-|-1}|+¢t-1{1
2 2 2

d) qui passe par O et A(1;1;1) et qui est perpendiculaire au plan
d'équation z —y + 2z = 0;

e) qui passe par A(—1;—2;0) et B(1;1;2) et qui est perpendiculaire
au plan d’équation » + 2y 4+ 22 — 4 = (.
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5 Equations de la droite et du plan dans I'espace

28. Trouver une représentation paramétrique de la droite passant par
A(2:3;5) et perpendiculaire au plan 7 d’équation 3r+2y—2z2=0.

29. Trouver 'équation cartésienne du plan passant par A(3;1; —3) et per-

a=1—3Kk
pendiculaire a la droite { y =2+ k& .
z=2+5k

30. Soit 7 un vecteur normal a un plan 7 de vecteurs directeurs ¥ et T.
Montrer que 7 est orthogonal & tout vecteur directeur de ce plan.

Positions relatives de plans et de droites

31. Indiquer si les paires de plans suivants sont sécants, strictement pa-
ralléles ou confondus.
a)3z—2y+52—-4=0 ot Jx4+2y+5z=4

b) 8z —2y+52—-4=0 et 6r —4dy+102=7

¢) 3z —2y+52—4=0 et —15z + 10y — 252+ 20 =10
z=4+2k+5l
d)3z—2y+52—-4=0 et y=2+3k
gi= =3

z=2+k-1
e) 3z —2y+52—-4=0 et y=1+4+3k—2l

z2==k+I
r=1+3k=21 T=2+p+5q
flly=1—-k+I et y=2-—2¢
z=3+ k-1 z=2412q
r=1+3k—2] r=1+06p—2¢q
g)ly=2—k+I et y=2-—2p+2q
2=3+k—1 z=3+2p—q
r=1+3k—-2l z=2+p+6qg
h)y{y=2+k+! et y=2+p+2q
z2=3+k-=1 z=2+2¢
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Exercices relatifs au chapitre 5

32, Indiquer si les paires de plans suivants sont sécants, strictement pa-
ralléles ou confondus.

a)3r+y—2z=8 et br —2y—2=3

b) 4z — 2y + 52 =2 et —2r4+y—22=1
c) —x+2y+3z= et 2z —4dy—62z4+6=10
d) 2z —6y—5z=28 et br —2y—4dz—-6=20
e)dz—8=0 et r=-3

I} g et y—5=0
g)6x+3z2—4=0 et 2r4+z+1=0

h)-;+y——~+9—0 et §—§y+3—15=0

33. On donne les points A(1;4; 1), B(—2; —8; 3), C(=5: —11; 5), D(3;5;-1),

E(3;-11; —1) et F(0;—3;1). Montrer que les plans (f-lBC') et (DFF
sont paralléles,

34. On do\nne une droite d et un plan a. La droite d est-elle strictement
parallele au plan o, incluse dans a ou coupe-t-elle o ?
=342k
a)d:{y=5—2k et a:2z4+y—2=0
z=3+2k
r—2y+z2=4
b)d: {1:—|—.iy—2z—(] et i3z —2y+4z=0
r=2-3k
y=3+k et a:dz+y—11z=0
2=1—k
:c+y—-3z— r=5-k+2
d) d: =gl et a:qy=10+k—3!
z=5+k—1
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5 Equations de la droite et du plan dans I'espace

35. On donne les deux droites

T 0 2 T 1 _9
g:ly|=|1|+k-[-1|eth:|{y|=|1]|+t-[-1
. 0 3 2 1 1

a) Soient P un point quelconque de g et @ un point quelconque de h.
Quelle condition les paramétres k et t doivent-ils vérifier pour que
la droite (P@) soit paralléle au plan d’équation z =07

b) Cette condition étant vérifiée, quel est le lieu géométrique des mi-
lieux du segment [PQ)]?

36. On considére deux droites g et h ainsi que deux plans o et 3 de l'es-

pace. Les propositions suivantes sont-elles vraies?
a) (gllhet h|la) = gl b) (aflget Bllg) = «fB
¢) (ellgeta|B) = g8 d) (gl et hlja) = g|h

)
e) (allget Blg) = (anPllg ) (affetglla) = gisb

Intersection de plans et de droites

37, Déterminer les coordonnées du point d'intersection d'une droite d et
d'un plan e dans les cas suivants.

r=—4—5k

a)d: < y=28+6k et a:2r+3y—2—-5=0
z=3—k
r=3+k

b) d y=-1—kF% et a:2c+y+52=10
=24k
r=-2-+3k

c)d:sy=-1+k et a:x+2y—52+9=0
z=4-2k
=142k

d)d:{y=-3+% et a:2x—y+32+1=0
i==2-k -
T =3+ 2k

e)d:qy=5+k et a:2r—y+32+5=0
z=—-k
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x=4+ 3k

Bld:<y=3+k% et
z2=4—-k
r=06—4k

g)d: {y=4+3k et
z2=—85+4+Tk
e

h)yd:{y=5+% et
z=-2+4k

Exercices relatifs au chapitre 5

rT=3+3s—t

y=—2-5s54+t
z2=T4+35—1t

r=1+3s—5t
y=2+7s+2L
z2=06+4s+ 3t
T=-2+s5+1
y=ti

z==-5

38. Trouver le point d'intersection entre la droite passant par les points
D(1;2;3) et E(7;6;5) et le plan d’équation 21z + 14y + 6z = 42.

39. On. donne les points A(3;4;0), B(—3;8;1), C(1;2;-3), D(11;1;1),
E(3;3; 1), F(8;3;1), G(0;5; —1), P(—5; —2; —5) et Q(0; 4 —3).

a) Déterminer les coordonnées du point d’intersection de la droite

(PQ) et du plan (ABC).

b) Montrer que la droite (DE) est incluse dans le plan (ABC).
¢) Montrer que la droite (FG) est strictement paralléle au plan (ABC).

40. Déterminer les coordonnées du point d’intersection des trois plans a,

3 et v dans les cas suivants.
a) w:3z+4y—524+3=0
yiz+y—32+4=10
b) a:z+2y—-32-6=0
v:3r—2y+2z—2=0
c) @:12x—4y—-2:-1=0
Yi2r—y—32+7=0

r=06+4+3s—2t
d a:{y=6+s—1
z2=2+42s—1

y:rx+3y—z=22

B:2x—y+2:-5=0
A:be+4dy—52—21=0

B:3z—5y+z2+2=0

r=T+3p—q
B:ly=6—-—p+gqg
z2=p—2q
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5 Equations de la droite et du plan dans l'espace

41. Montrer que les plans d’équation 3z —y+92+4=0,24+y—2=0
et © 4+ 2y — 4z = 1 ont une infinité de points en commun. Déterminer
des équations paramétriques de leur droite d'intersection.

42, Déterminer une représentation paramétrique de la droite d’intersec-
tion de deux plans o et 3 dans les cas suivants.
a) a:xz—2y+2+3=0 Brx4+y—32-2=0

r=3+k z=4
b) a:{y=1+n B:ey=2+2p
z=2+n z2=-—p+q

¢} arz—2y+z=0
/3 passant par P(2;3:1), Q(—3;0;2) et R(1;2:3)
d) o passant par A(6;4;7), B(9;2;9) et C(1;7;0)
S passant par P(2;2:4), Q(6;13;4) et R(1;3;7)

43. Soit le plan d'équation 2z + 3y + 6z = 18. Trouver les coordonnées des
points d’intersection de ce plan avec les trois axes de coordonnées et
les équations paramétriques de la droite d’intersection de ce plan avec
les trois plans Ozy. Oxz et Oyz.

44, On donne les points A(—6:9;5), B(2;1:1), P(7;6;3) et @(—3;11;13).
Trouver les coordonnées du point €' de la droite (P@Q) tel que le tri-
angle ABC' soit isocéle de sommet C.

45. Trouver la projection orthogonale du point P(3;1;—1) sur le plan
d’équation z + 2y + 32 — 30 = 0.

46. Trouver une représentation paramétrique de la projection orthogonale

z=3+k
de la droite d d'équations paramétriques ¢ ¥y = —2+k sur le plan
z =6 —5k

d’équation x — 2y +z = 1.
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Exercices relatifs au chapitre 5

47. Trouver les coordonnées du symétrique P’ du point P relativement au
plan o dans les cas suivants.

a) P(2;-5;8)eta:ax—2y+32=8
b) P(0; =5:5) et o passant par les points A(4;-1;3), B(2;1;5) et

C(-1;-2;0)
T 3 1
48. On donne une droitedpar |y | = (4| +k-[0] etle plan « d'équa-
z 5 6

tion z— 2y + 2 = 3. Déterminer une représentation paramétrique de
la droite symétrique de d relativement & a.

49, Un rayon lumineux issu du point P(4; 5; —1) se réfléchit sur un miroir
pl@ d’équation = + 3y — 22 — 7 = 0. Le rayon réfléchi passe par le
point Q(—7;8; —9). Trouver les coordonnées du point d'incidence M.

Angle

50. Soient les points A(1:2;—2), B(1;1; 1), C(3:0; =3) et D(-5;12;0).
Calculer une valeur de 'angle des droites (AB) et (CD) '

51. Calculer I'angle aigu des droites d et e dans les cas suivants.

x 8 1 T -1 3
a)d: [y | =(3)+k-|-2 e:lyl=1-3}+n.|1
= 0 5 g 4 1
-B:—Q—l-gk' T=n
b)d:{y=4—k e:dy=—2-2n
z2=6-3k z=4+n
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5 Equations de la droite et du plan dans I'espace

52. Calculer 'angle aigu des plans a et 3 dans les cas suivants.
a) a:x+2y—=z=0 B:2x—-3y+42—8=0
b) a:z—2y+22+4=0 G:x4+24+3=0

c) a:x—2y+3z=41 B:2x+3y—z=12
r=1—-2k+n
d) aiz—y+2:=3 B:<y=14+k—2n
z=1—k+3n

e) « passant par O, A(1;2;3) et B(5;4;6)
3 passant par O, C(5;2;3) et D(1;5; —4)

53. Déterminer 'angle aigu que forme le plan d’équation 3z 4 2y — 5z =0
avec chacun des axes de coordonnées.

54. Calculer I'angle aigu entre la droite d et le plan a dans les cas suivants.

P g —
a.}d.:-:c—lzy 1 :TB a:3r+2y—5z=40
T =2-2k
b)d: < y=>5k o:2x4+3y+4z=0
z==3+k

55. Déterminer les équations cartésiennes des plans contenant la droite
d'équation 2z = 2y = z et qui forment un angle de 45° avec le plan
d'équation ¢ +y — z=0.

56. Déterminer les équations cartésiennes des plans contenant la droite
(OFE3) et qui forment un angle de 60° avec le plan d’équation
22 +y—vbHz=0.

Divers

57. On considére les points O, A(3;0;0), B(0;3;0), C(0;0;3) et D(1:1;1).
Montrer que la droite (O D) coupe le plan (ABC') au centre de gravité
(7 du triangle ABC.

166

Exercices relatifs au chapitre 5

58. On donne le point P(0; —1: 2) et les deux droites

di:|ly|=(1]+&-|-1) etd,: yl=[11l+n-1 0
2 0 1 z 0 1

éterminer une représentation paramétrique de la droite d qui passe
Par P et qui coupe chacune des deux droites dy et ds. Déterminer
également les points d’intersection de cette droite avec dq et ds.

59. Un insecte robotisé se déplace dans I'espace. On localise cet insecte
par ses coordonnées (z;y; z). On a programmé ce robot pour qu'il se
déplace dans le plan 7 passant par les points A(—5;14:9), B(3; —2; 5)
et C(—2;2:0), -

a) Donner une équation cartésienne de .

b) On constate que le robot se déplace le long de la droite

r=-%k
d:{y=—2+2k . Se déplace-t-il dans le plan 7w 7
z=-1+k

c) Ale ! Le robot s'est déréglé. On I’a d’abord localisé en E(3;—4;11),
puis il s’est rendu de E a F(1; —2; 7). S'il continue dans cette direc-
tion, pourra-t-il rejoindre le plan d’équation 5z + 4y + 82+ 6 = 0?
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5 Equations de la droite et du plan dans I'espace Réponses
Réponses aux exercices du chapitre 5 =2+ 3k
Sl y=147k
1. a)non b)non c¢)oui d)non e)oul 7 =3+2k
2. A¢dy, Addyet A¢ds Bed, B¢dset ‘?je ddS 9. a) sécantes en (0;3; —1) b) strictement paralléles
Cedi,C¢dpetC€dy De€d,D¢daet D¢ dy ¢) confondues d) gauches
a 1 0 =1 e) strictement paralléles f) sécantes en (2;3;1)
3. a)|y|= 3 +k"? By y+z—5=0 10. a) sécantes en (4;2;2) b) strictement paralléles ¢) gauches
= d) confondues e) sécantes en (5;2; —3)
z 2 1 e ® -
o lal=ls)on{=2) & 1;_2:9'__3:225 11. a) (2;—2;0), (0; —4; 6) et (4;0; —6)
i 5 s -2 i b) (2. —10;0), pas de deuxiéme trace et (2:0: 6)
c) (5:6;0), (0;6;—1), pas de troisiéme trace
J & —53 . 8 : {x =3 d) pas de premxére trace, (0; —7;1) et pas de troisiéme trace
c y| = + K € _
z 2 1 =8 12. b) (3;-7;2)
y)|=1|- e e L
» 0 i 14. strictement paralléles si m = 3, sécantes si m = —2, gauches sinon
“ 1 y—6  z+12 16, z = 2
e) y = -2 et r—8= ‘U__‘z — 5 v
z 5 17. b) non; A, B, D et E sont coplanaires
x r=1 18. A non, B oui et C non
Hly| = —2 + k- et i B
2 Wrard=0 19. A oui, B non et C oui
5 3, 3.8 T 1 5
4. a)(12;-3;-6) b)(-28;518) <) (3-5-2) d) (-3 D) 20.a8) |y|=(-2|+s-[{-1|+¢t-| 8 et T—y—2z2=0
e) (12;: —3; —6) 2 3
5 4 - = ;lé —_ B—E—g & 0 ].
. b)ly|=(0)+s-|1]+¢t-]3 et 2r+y+52=0
6. a)jp:igi=f=SFetg: P =p=0—1 2 0 ~1 =
=12k x 6 11 4
s A — z=3
bjr:qy=6+k ,EHEr=y-6=5 o (v)|=|3 |+s-[-1]+t-[1] et z+2-32-6=0
z=3—-2k z -2 3 2
Bk o e z 1 1 2
s:qy=6—4dk ,a=F =5 d) |y)=|1]+s-[4)+t-[4] et Se+y—122-5=0
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5 Equations de la droite et du plan dans Iespace

i ) 1
yl=12 |+s-{0] +¢-
z -2 0

21. x4+ 4y+Tz—35=10
22.8) 32z —5y—42—19=10 b))z —2y—32—4=0

- (-(3)
6B (3

I(1;1 )etz—y+z—3 0
I(—1;4;-3) et 62+ 51y — 302 — 288 =0

N
= o O
R T e

+

W
e
A}D)—l
\“"‘-l—\_.—l-'/

+

-
e
[S R )

25.

&

)

27.a) 22 —3y+32—-6=0 b) bz+2y—2+3=0
) dor—6y—2+4+32=10 d)z—2=0 e)2z—-2y+z—-2=0

-0 =41

29. 3r—y—-5z—23=0

)
)
26. a) dr—2y+5Hz—12=0 b)y=6 )2z —y—2z454=0
)
)

L B~ =

170

Réponses

31. a) sécants  b) strictement paralléles ¢) confondus
d) strictement paralléles e) sécants f) confondus
g) sécants  h) sécants

32. a) sécants  b) strictement paralléles ¢) confondus  d) sécants
e) strictement paralléles f) sécants
g) strictement paralléles h) confondus

34. a) strictement paralléles b) coupe ¢) incluse d) coupe

x=3—2k
35. a) 3k=1t+1 b) droite d’équations { y = 32k
z =3k
36. a) oui b) non ¢} oui d) non e) oul f) oui

37. a) (q qs%:)_s) b) (g 2!_%) ){1 0;2)
d) la droite est incluse dans le plan
e) la droite est paralléle au plan

) (1;2;5) g) (—6;13;16) h) (1;2; —5)

38 22, 144 266

977 97 ' o7

30. ) (~ Hi -

40-2) (12)  B) (H L) o (15D d) (5:61)

r=1-—2k
41. <y = -2+ 3k

z=—1+k

s-0f) -0

=3k =93k z=0
43. (9;0;0), (0:6;0), (0;0;3), { y=6—2k, { y =0 et {y=6—2k
z=k =

44. C(%87)

£,
T ey
W R
e S

Il
/‘__-h\\
T N
b

+

s
A
n—n-.]a
e SR

£
Py
[~ S
iR

Il
e ——
v Oy Qo

i

il
o
.
N
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5 Equations de la droite et du plan dans I'espace

51. a) 70,71°  b) 83,74°

52. a) 52,66° b) 45° c) 60° d) 82,07° e) 80,79°

53. 29.,12° 18,93° 54,20°

54. a) 36,6°  b) 30,6°

55. (2— VB +(2+vB)ly —22=0¢et (2+ V6)z+ (2 - VB)y —22=0
56. 3r —y=0etz+3y=0

0 0 . |
1 |, A(0;3;—-3), B(0:1;0)

b8. 2
2 -1

R
I
|
—
o
3

59. a)B8zr+5y—4z+6=0 b) oul ¢) oul
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6 Produit vectoriel et
produit mixte

Ce chapitre est consacré a 1'étude de deux nouvelles notions : le produit
vectoriel et le produit mixte. A la différence du produit scalaire, qui est
défini aussi bien dans le plan que dans 'espace, ces deux nouveaux produits
sont propres a la géométrie dans l'espace. Le produit vectoriel permet
de déterminer un vecteur orthogonal a deux vecteurs. Le produit mixte
permet pour sa part de calculer le volume d'un parallélépipede. Ces deux
produits permettent aussi de résoudre différents problémes métriques.

6.1 Base directe

Les vecteurs &; et & étant deux vecteurs unitaires et orthogonaux de l'es-
pace, il existe deux vecteurs &3 et &3’ tels que (e7; &3; €3) et (e1;€2;€3") sont
des bases orthonormées.

Dans la figure ci-dessus, la base (€7;é3;€3) est dite directe (ou orientée
positivement). La base (é7;€3; &3’) est dite rétrograde (ou orientée néga-
tivement). L'orientation d’une base orthonormée est donnée par la régle
du tire-bouchon décrite a la page 177.

Un repére orthonormé est direct (respectivement rétrograde) si la base qui
lui est associée est directe (respectivement rétrograde)

Dans ce chapitre, les composantes des vecteurs seront données dans une
base orthonormeée (e7; é2; €3) directe.
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6 Produit vectoriel et produit mixte

6.2 Produit vectoriel

On a vu au paragraphe 5.3 comment trouver I'équation cartésienne d'un
plan donné par un point et deux vecteurs directeurs. On élimine les deux
parameétres dans les équations paramétriques du plan et on obtient une
équation de la forme ax + by + ¢z +d = 0 o0 a, b et ¢ sont les compo-
santes d'un vecteur @ normal au plan. Nous allons maintenant développer
une autre méthode pour obtenir cette équation cartésienne, qui consiste a
a
obtenir le vecteur 77 = | b | A partir de deux vecteurs directeurs du plan.
c

Exemple. On considére le plan passant par le point A(1;2;3) et de

1 2
vecteurs directeurs @ = (3| et ¥ = | —1 |. Cherchons un vecteur
1 5
a
T = | b | normal i ce plan, ¢’est-A-dire orthogonal 4 la fois 4 0 et 4 T.
c
On a done
Tulw et TLln
d-n=0 et T-n=0
1 a 2 a
3116 =0 et -1]-|8]| =0
1 C 2 [

On en déduit le systéme de deux équations & trois inconnues suivant.

a—+ 3+ e=0 1 2
2Za — b+ 5e=0 |[-3] (=1
16
Ta+ 16c = 0 ¢:—7C
s 3
Th—3c =10 f}=?c

Comme on cherche un vecteur orthogonal non nul, on peut choisir une
valeur quelconque non nulle pour c¢. Pour simplifier les expressions ci-

dessus, on pose c = 7. On trouve alors a = —16 et b= 3.
—16
Ainsi W = 3 est un vecteur normal au plan.
7
L’équation du plan est done de la forme —16x + 3y + 7z +d = 0.
Puisque A appartient au plan, on a d = —11. On obtient ainsi I'équation

du plan —16x + 3y + 7z — 11 = 0.
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Produit vectoriel

a
De maniére générale, voyons comment trouver un vecteur @ = | b | non
c
nul orthogonal & deux vecteurs donnés @ et T
L% et T
W= et veag =0
Uy a ™" )
e |- B] =0 et va |- b =0
3 e vy c

Cela donne le systéme de deux équations a trois inconnues suivant.

ura + usb + uge =0 Uz '(—‘Ul)
via + vzb + v3c =0 (—ug) U1

(w102 — viuz)a + (ugve — vaus)e =0
(u-]?.’g — Ug’t)l}b + (uﬂ}g — ﬂg!.’l)c =1

Uty — ug’ta';gc UgU3z — U3zVaz
= = C

U1tz — Uzt Utz — Ualy

ujvz — Uzt
=3 871,
UjUz — U2t

Si le dénominateur est nul, on effectue une autre combinaison linéaire
permettant d’éliminer e.

Comme on cherche un vecteur orthogonal et que a et b dépendent de g
on peut choisir une valeur quelconque non nulle pour e. Pour simplifier les
expressions ci-dessus, on pose ¢ = 1,75 — usv;. On obtient alors

Ua U9
0 = Utz — Uzl =
Uy U3
u v
b= —(wvs —usvy) = — i
Uz Uz
U1 M
C=Uls — Ul =
Us Vo

qui sont les composantes du vecteur 7.
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Ce résultat motive la définition suivante. Le produit vectoriel de deux

% Ty S 4 Exemple. On donne un plan o : x — 2y + 32z —5 = 0 et deux points
vecteurs w et v est le vecteur noté w x v donné par

A(2; Z?; 1) et B(0; 3; 2). Déterminons I'équation cartésienne du plan 3 per-
pendiculaire & v et contenant la droite (AB). Nous cherchons un vecteur

Uz V2 normal au plan 3. Ce vecteur doit étre orthogonal aux vecteurs iy et AR,
Mg Us
. 2
o (5 Uy Uals — UzVa Ni Ak Nous pouvens par exemple prendre i = ABxfz = | 7 et, en utilisant
UX V= |u|x|v|=|—-(ury—umwn)|=|- B 4
Usg g U1V — Unly i~ A € 8, en déduire 8 : 22 + Ty +4z —29 = 0.
y Uy
s U2
s 6.2.1 Propriétés
Exemple. Calculons le produit vectorielde@ = | 1 | etde b = —62 Le produit vectoriel de deux vecteurs posséde les propriétés suivantes.
= —
1. Le vecteur @ x b est orthogonal & @et a b.
a7 ? 32 1 {S __4 ‘ i_gg (f; 812] 123 2. |-|_‘i x bll=|Ia[l -] b]l-sin(p) ou ¢ est 'angle des vecteurs @ et B,
Xb = K| = | ===t = |—=1a|=] 4 [@ x bl est aire du parallélogramme construi et h
4 5 9.(—2)—1.3 i 7 p g onstruit sur o et b,
Le produit vectoriel des deux vecteurs @ et U peut aussi étre calculé a "
I'aide du pseudo-déterminant suivant. ax b Y
er U1 U @
UxXV=| 6 us v = >
€3 uz U3 i
S —
RETR & _| u v | o w1 & 3. Le sens‘du vecteur @ X b est donné par la régle du tire-bouchon (ou
us 3 | ug s Us Vs par la régle des trois doigts de la main droite).

Uty — Uzly
—(’w1'03 — u3vy)
U1V — Uzl

Exemple. On cherche I'équation eartésienne du plan passant par le point

2 3
A(2;—3;2) et de vecteurs directeurs @ = | 1] et b=|-2
4 5
2 3 13 — o
Un vecteur normal au plan est 7 = @ x =11 x -2 =12 4. bxd= _(a, X b) {.mltiCOmmUt&tiVité)
4 5 —7 - R T R R T
L'équation du plan est donc de la forme 13z + 2y — Tz +d = 0. & 2 i L8 j: ‘ J_:_ . x__b TAXE (_d’lstrlbutlvlte)
Comme le point A appartient au plan, on trouve d = —6 et I'équation du 6. (A7) x b =7 x (Ab) =2 (T x b) pour tout A € B (homogénéité)
plan est 132+ 2y — T2 —6= 0. 7. @ et -E;. colinéaires < @ x E’ — a’
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Remarques. L‘ajr.e du parallélogramme engendré par les _vecteurs d et AP peut étre
1. Dans une base orthonormée directe (€7;&3;€3), o1 a €3 = & X &a. exprimeée de deux maniéres A= ||d|| - h = |Id x AP||.
2. La propriété 2 permet de calculer angle aigu entre deux droites ou Comme h est la distance entre P et d, on a finalement
entre deux plans. .
3. L'aire du triangle construit sur les vecteurs AB et AC est égale a la 8(P;d) = ld x AP|
moitié de celle du parallélogramme engendré par ces deux vecteurs. (Rl
Atri&lngle = %Aparallé]ogramme =1 A_-B. X R‘,H _
2 : P . . :
. ) ,\ 6.2.3 Equation du cylindre de révolution
On peut alors calculer 'aire de n’importe quel polygone dont on connait
les sommets en décomposant ce polygone en triangles. Des difficultés Un cylindre de révolution est I'ensemble
peuvent se présenter si le polvgone n’est pas convexe. des points de I'espace situés 4 une dis-
4. Dans le plan, les vecteurs n'ont que deux composantes. Mais on peut t-ancil domu?e r dune droite d appelée il i -
les considérer dans 'espace en leur ajoutant une troisiéme composante PR 5 11 cylindre. ) i $ P(z:y;2)
ainllis, Considérons un cylindre d’axe passant Li
par le point A et de vecteur directeur d.
- a1 by 0 En utilisant le résultat du paragraphe e
[@xbll=||az|x[ba]] =] 0 | = [a1bz — azby| précédent, un point P quelconque du cy- - Jr Ty
0 arbz — azb, lindre vérifie la relation \_/
Ce nombre est la valeur absolue du déterminant d'ordre 2 construit ” o A_’P| +
avec les composantes des vecteurs @ et b. On obtient done aire du dP;d)=r= ——TJ N -
parallélogramme lldl a $a =y
Al"nral]é[og'ramme e ”H = E:” =| D'-:-'t(_"-?? 3) | L'&quation du cylindre est donc v
. . — = - e - -> T g
5. On rencontre aussi la notation @ A b pour désigner @ x b. |d x AP|| =r. | d||
. _ ; Exemple. Trouver I'équation du cylindre de rayon 2 dont I'axe est la
6.2.2 Distance d’un point & une droite 2
droite passant par A(1;2;1) et de vecteur directeur d — -1
On consideére une droite d passant par le point A et de vecteur directeur _9
d et un point P quelconque. On cherche a déterminer la distance du point e 9 o % —z—3
P & cette droite, notée §(P;d). OnadxAP=|-1|x%|y-2)=(-22—2:44

On en déduit
Id x 4P| =¢*. | 2|2

(y—2-3°+(-20—2:4 4>+ (2 +2 —5)  =4-9

et on trouve finalement

& 2 ”
Bz +8y2+022+4wy+8mz —4dyz — 260 — 32y — 102+ 14 =0

qui est I'équation cherchée.
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6 Produit vectoriel et produit mixte

6.3 Produit mixte

On désire calculer le volume du parallélépipéde engendré par trois vecteurs
@, b et T,

—r
T % b

®
A o

Y

Notons ¢ 'angle des vecteurs @ x b et € et A laire de la base du paral-
lélépipede.

SipestaignonaV=A-h=|Bxb|-h=|Tx 5| |Z +cos(g).

Si ¢ est obtus, cos(y) < 0. Comme h est positif, on a

h=—|2llcos(¢) = | 2]| | cos(p)|
Ainsi, pour tout angle ¢, on a

— = —
Vi=|@x b -[|€]-|cos(p) = |lId x b]-[|€] - cos(e)

=|(@x5)-2|

On observe qu’on calcule un tel volume & I'aide d’un produit vectoriel et
d'un produit scalaire, ce qui motive la définition suivante.

— —
Le nombre (@ x b)- ¢ est le produit mixte des trois vecteurs @, b et ¢.

Il peut se calculer a I'aide de 'égalité

o

(@ x b) @ =Det(d; b; )

. azbs — aghs ]
Eneffet (@ x b)-¢ = | —(aibs —agh;) | - | 2
{llbz e a-zbl €3

= (agbs — asbs)er — (a1bs — azhy)es + (a1bs — ash; )ea
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Produit mixte

= agbacy — agbyer + agbicz — arbses + arbges — aghycy

ar by o o
=|a2 by c3| =Det(d; b;7?)
laz b3 ¢y
4 3 2 -1
Exemple. Poura= | 1 |, b=|0)leaT=| 3 |.
-1
N 4 2 —1‘
ona(dxb)-F=| 1 0 51.
=2 3 g

6.3.1 Propriétés

Le produit mixte posséde les propriétés suivantes.
1. Le prodult mixte change de signe si on bermute deux vectems

(@x ) T=—(x3) b =-— (cxb)a:—(bxa)
2 (@xb) T=(bx?)-aT=(Zxd)-T
3.0 xb)-T=XNaxb)¢

(@ x b) T =0si et seulement si @, b et @ sont coplanaires.

Lalalla

Le volume du parallélépipéde engendre par trois vecteurs @, b et T est
(@xB)-2 | = | Det(@; b; 2)|.

6.3.2 Distance d’un point & un plan
On considére un plan 7 passant par le point A et de vecteurs directeurs i

et T et un point P quelconque. On veut calculer la distance du point P
au plan 7, notée 6(P; 7).
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—
s —> —»
Le volume du parallélépipéde engendré par les vecteurs u, v et AP peut
étre exprimé de deux maniéres.

V = Apase - h = ||T x T - h = | Det(W; T; AP) |

Ainsi R
" | Det(w; U;
(Pym)=h= "
1% = Vi
a
Comme un vecteur normal au plan 7 est donné par # = U x 7 = | b
C

I'équation de ce plan est de la forme ar + by + cz +d = 0. On a donc

|2 % T|| =va2 +b2+c? et

. o .L'p_xz‘\
Det(T; T3 AP) = (U x ¥)-AP= (b - | yp —ya
Zp — %A

=a(zp —2,) +b(yp —ya) +clzp — 2a)

=axp+byp +czp — (axy + by, +c24)
Le point A appartenant au plan. ses coordonnées vérifient 'équation du
plan. Ainsi axy + by, +czy = —d.
D’ou Det(%; U; AP) = axp + byp +czp +d.
On a donc finalement
lazp +byp +czp+d|
Va2 + b2 + ¢2

&(P; ) =

On retrouve la formule établie au paragraphe 5.5.

Exemple. Calculer la distance du point P(2; 3; —1) au plan 7 d’équation
dr+oy—3z2—1=0.

_4-2+5-3-3-(-1)—1| _ 25 _ 25 _ 5/2

o#im) 2152+ (32 V50 5v2 2
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6.3.3 Plans bissecteurs

Considérons deux plans sécants
7 et ma.

L’ensemble des points de I'espace
situés a égale distance des plans
71 et mo est constitué de deux
plans #; et 32 appelés plans bis-
secteurs des plans m; et ms.

Nous cherchons & établir les
équations des plans bissecteurs
1 et Fa. Un point P appartient a
I'un de ces deux plans si et seule-
ment si 6(P;my) = 6(P;ms).

Si les plans @ et my sont donnés
respectivement par les équations
ajr + by + ¢z +dy = 0 et
as® + by + coz + do = 0 et si

Produit mixte

le point P(x:y; z) appartient & l'un ou I'autre des plans bissecteurs 3, et
8z, I'égalité 6(P;m) = 6(P; m2) devient

iz + by +erz+di| _ |aox + boy + o2 + do

\/u% +b%-|?1

VARG

Les équations des plans bissecteurs 3y et 35 sont donc

axr +b1y+(?12+d1

ase + bay + 22 + do

vai+bi+cd

x4+ b]_y + 12 + d}_

et

Vai+ b3 +c2

_ x +bey 4 oz +da

Vi + b +¢f

Exemple. Les plans w1 et w2 sont donnés respectivement par les équa-

Vai+ b3+ c

tions 2x —y — 22+ 5=0et -3x+6y+22—1=0.

Le point P appartient 4 I'un ou l'autre des plans bissecteurs 81 ou 3 si

et seulement si

dr —y— 2245

—3z46y+2z—1

3 =

7
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De it | ; Lo = s b‘i’;+ il 1, on déduit I'équation de

Bt 232 — 25y — 20z + 38 = 0.

3 = — =i 6:{". i —1 . on déduit "équation de
: 7
Bz:5x+ 11y —82+32=0.

R
Dﬂzr y—2z+5

Le lecteur vérifiera que les plans bissecteurs (1 et [J2 sont perpendicu-
laires. De maniére générale, les plans bissecteurs sont perpendiculaires.

6.3.4 Distance de deux droites gauches

On considére deux droites gauches d; passant par le point P de vecteur
directeur d; et dz passant par le point P de vecteur directeur ds.

dy

—

d

On cherche a calculer la distance §(d;;da) de ces deux droites.

Soit 7 le plan défini par la droite d; et le vecteur directeur d. Le calcul de

la distance de d; a dj revient & celui de la distance du point P, au plan .
—_— —

_ | Det(ds; da; PLPY)|

dy % ds||

5([1'1.12 dz:]

Exemple. On considére la droite di passant par P(2; —10;—3) et de
2

vecteur directeur di = | =1 | et la droite da passant par Pa(—1;2;6) et
—2

-1
1

de vecteur directeur dz =
3
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Produit mixte

Ces deux droites sont gauches. Caleulons leur distance.

|Det(dy; da; PLP;)| | — 36 36
b(dr:dz) = = = =" —6/2
L |di x d| —1 VI8
I1—4]1
1

Remarque. Il existe une unique perpendiculaire commune & deux droites
gauches.
Exemple. Reprenons les droites de l'exemple ci-dessus.

Cherchons les équations paramétriques de la perpendiculaire commune P
aux deux droites gauches dy et & da.

PZE.;

-1
—4

T 3 - —_ —s
Un vecteur directeur dep est p =d; x dy =
1

On détermine I'équation cartésienne du plan o contenant les droites d,
et p en considérant le point P; et les vecteurs directeurs d; et B.

-2 2 —1|
a:| y+10 -1 —4[=-92-2)—-92+3)=0
z+3 -2 1

s atztl=0
On caleule ensuite les coordonnées du point d’intersection du plan «a et
de la droite da : I(2;—1;-3).

r=2-k
On en déduit que la droite cherchée est p y=—1—4k
z==34+k
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6.4 Exercices relatifs au chapitre 6

1.

186

Démontrer les propriétés 1 & 4 du produit vectoriel.

2 0 -1
On considére les vecteurs @ = | 0 ?; = |4 et € = 2

3 2 3]
Calculer
a) @ x b b) @ x ¢ )b x@
d)(T+b)x ¢ e) 2@ x (—3%) f) (@+B)x(T—1)
g) (Bxb)xC h) Zx (b x?) 8 whg
D(@xB)+(D x @)

Le produit vectoriel est-il associatif?

1
a) Soient les vecteurs @ = | 2 | et b = | 5. Existe-t-il un vecteur
3 T
Ttelque@x =157
1 b
b) Soient les vecteurs @ = | 2 | et b= (6].Pour quelle valeur de
3 5

iy
b existe-t-il des vecteurs T tels que @ x © = b ? Déterminer alors
les composantes des vecteurs 7 qui vérifient cette égalite.

Simplifier les expressions suivantes.

a) (28 +3%) x (& —20)

b) Zx(F+B)+ o x(T+D)+2Tx(a
¢) 2T x(b—32)+(2¢+A)x (22 -3

a) Démontrer la formule |7 x |2 = ||@|2- |52 —.(Z - b)2
Indication : utiliser les composantes.

b) En deduire ||@ x b || = ||@|| - | D] - | sin(a)|.

¢) En déduire la propriété donnant l'aire du parallélogramme.

10.

o

Exercices relatifs au chapitre 6

On considere le triangle ABC ou A(0;1; ~1), B(1;2;3) et C(0:0: 7).
a) Trouver les équations paramétriques de la droite passant par A et
perpendiculaire au plan (ABC).

b) Trouver I'équation cartésienne du plan (ABC).
¢) Calculer l'aire du triangle ABC.

Trouver un vecteur normal au plan contenant les vecteurs @ = | 1
-1
3
=
et b =|-2
5

Déterminer les équations paramétriques de la droite d passant par

a=1+2k
le point A(8; —4;2) et orthogonale aux droites d; : {y =-k et
z=3+2k
g=—1+1
de:{y=2+3l
gri=1]

a) Trouver I'équation du plan donné par le point A(2; —3:4) et les

—2 0
vecteurs directeurs ¥ = [ 3 | et T = | —3
5 4
b) Trouver I'équation du plan donné par le point A(4;1; —8) et les
) 1
vecteurs directeurs @ = | —1 | et T = [0
3 0

¢) Trouver 'équation du plan donné par les points A(3;0:6),
B(6; —6; —4) et C(—2; —4;4).

Trouver I'équation du plan passant par A(—1;—2;0) et B(1;1;2) et
qui est perpendiculaire au plan d’équation & + 2y + 2z = 4.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

188

Déterminer 'équation cartésienne du plan [ contenant la droite d
d’équations ";l = 3"’__—; == i}ﬁ et perpendiculaire au plan a d'équa-
tion 2z — 5y +2=0.

Déterminer 1’équation cartésienne du plan passant par le point P et
perpendiculaire aux plans « et 3 dans les cas suivants.

a) P(0;0;0),a:3z—2y+5z2=0etf:x—y—2=0
b) P(2;-1;1),a:3c+2y—2z+4=0etf:2+y+2-3=0

Déterminer les équations paramétriques de la droite n passant par le

z=1+k
point P(8; —4;4) et perpendiculaire a la droited: ¢ y=1—k
z=1+2k

On considére le plan 7 passant par A(2;0: —3), B(1:4;

a) Trouver les équations paramétriques de la droite perpendiculaire &
et passant par A.

b) Calculer l'aire du parallélogramme engendré par AB et AC.

¢) Trouver le symétrique du point P(0; 4;0) par rapport au plan .

d) Calculer la distance de P au plan 7.

Les quadrilatéeres ABC' D formés avec les points ci-dessous sont-ils des
parallélogrammes ? Si oui, calculer leur aire.

a) A(2;1;-2), B(2;3;0), C(6;6;5) et D(6;4;3)
b) A(5;—1;—T7), B(—3;11;=1), C(—=T:14; T) et D(1;2;1)
) A(2;0:0), B(0;3;0), C(0;0;5) et D(6;4;3)

Calculer Paire du triangle ABC' dans les cas suivants.
a) A3 -2 3) 3(4» 0;3) et C(6;0;—3)

b) A(-1 B(5;4;0) et C(11;8;3)
c) A3 ) 3(4 -2) et C(1;2)
d) A(4;4), B(1;—2) et C(8;2)

1) et C(—3; —1;5).

18.

19.

20.

21.

22,

23.

24,

Exercices relatifs au chapitre 6

Soient @ et b deux vecteurs de I’espacg; Calculel; le rapport de 1'aire
du parallélogramme construit sur @ + b et @ — b a celle du parallé-
logramme construit sur @ et b.

On considere les points A(5; —6;0), B(5; —2; 1), C(2; —6; 1) et D(6:2; 6).

a) Calculer I'aire du triangle ABC et en déduire la distance de 4 4 la
droite (BC).

b) Trouver I'équation du plan perpendiculaire a la droite (OB) et
passant par A.

¢) Trouver I'intersection du plan (BC'D) avee la droite perpendicu-
laire & ce plan et passant par A.

On considére les points A(2:0;0),

E(10; 5;5).

a) Montrer que les points 4, B, C' et D appartiennent 4 un méme
plan .

b) Calculer I'angle aigu o déterminé par la droite (CE) et la droite
perpendiculaire & m passant par C.

B(0; 3;0), C(0;0;1), D(2:3;—1) et

On considere le tétraédre ABC' D de sommets A(1; —5; 2), B(3; —6:0),
C(—3;6;15) et D(6;5;—3).

a) Calculer I'angle aigu que forment les faces ABC et ABD.

b) Calculer I'angle aigu que forme I'aréte (AD) avec la face ABC.

: — . —
Que peut-on dire des vecteurs @, b et €siax b=a x &7

On considére un vecteur_*a non nul. Déterminer 'ensemble des points
M tels que @ x OM = 0.

On considére tr trois points de I'espace A, B et C. Montrer que le vecteur

¥ = (MA x MB) + (MB x MC) + (MC x MA) ne dépend pas du
point M.
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25. On considére les points A(1;2; 3) et B(4: —2;1). Trouver 'équation du
cylindre d’axe (AB) et de rayon 5.

26. Calculer la distance du point P 4 la droite d donnée par un point A
et un vecteur directeur d dans les cas suivants.

1

a) P(1;2;2), A(1;—1;2) et d = | 1
1

B 1

b) P(3;1;4), A(L;0;0) et d = | 2
3

27. Calculer la distance du point P & la droite d dans les cas suivants.
x—T7 y+4

a) P(3;5;10) d: TR S 5
r=3-2k

b) P(—5;4;:—2) d:<y=2+3k
z=—-1+k
T -3 1

c) P(5;—2;1) d:|y|=1|8|+k&k-|6
z 16 2

28. On considére trois points non allgnes 0, Aet B. On construit le qua-
drilatére AA'B'B tel que OA’ = AOA et OB’ = )‘.LOB avec A A>1let
p > 1. Montrer que l'aire de ce quadrilatére est 5 ||AB’ x BA' II.

29. a) Sachant que || @] =6, || || = 5 et que l'angle des vecteurs @ et b
—
vaut %, calculer ||@ x b|.

b) Sachant que || @] = 3, |25r|| =26et ||@ x E’H =72, calculer 7 b.

c¢) Sachant que ||d| =1, ||5’|| = 2 et que l'angle des vecteurs Teth
— — ,
vaut 2% caleuler | @ x b|® et [|(2d + b) x (@ +2b)|]%

190

Exercices relatifs au chapitre 6

30. Montrer qu'un cylindre de rayon r dont 'axe passe par l'origine admet

2
une équation cartésienne de la forme $2+y2+zz—w = r2,
a? + b2 2

31. On consideére les points A(1;0;1), B(3;—1;0), C(0;0;7) et D(1;0;0).
a) Calculer le volume du parallélépipéde construit 4 'aide des vecteurs

AB, AC et AD.

b) Calculer le volume d’un des prismes a base triangulaire construit
a l'aide de ces vecteurs.

¢) Calculer le volume du tétragdre ABCD.
d) Caleuler la distance du point D au plan (ABC).
e) Trouver I'équation du plan (ABC) en utilisant le produit mixte.

32. On considére un tétraédre dont les sommets sont A(2; 3; 1), B(4;1; —2),
C(6;3;7) et D(—5; —4;8).
a) Calculer le volume de ce tétragdre.
b) Calculer la longueur de la hauteur issue du sommet D.
¢) Calculer I'angle en A du triangle ABC.
d) Calculer I'angle aigu que forment les faces ABC et ABD.

2 0 L
33. On considére les vecteurs @ = [0, & = (4] et @ = | 2
3 2 5
Calculer
a)(@xb) ¢ b) (@ x¢)-T
o(@+b)xe)-a d) (2@ x (-88)) - 1%
e) (Z+b)x?)-(T—b) f) (T x b)x32)-(b x @)

34. On suppose que Det(d; b; ¢) est connu et vaut \. Exprimer les dé-
terminants suivants en fonction de cette valeur.

a) Det(b; T; a') b) Det(2@;—b; 2)

c) De[a +2b;b —7;7) d) Det{3a—?;35;3b:2§')

e) Det(2b — 5% ,a‘ 3¢;—5d) f) Det(2b —54;T —3b;—54d)
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6 Produit vectoriel et produit mixte

35. Les points A, B, C et D donnés ci-dessous sont-ils coplanaires ?

36.

37.

38.

39.

40.

a) A(0;0;0),
b) A(7;1;—3), B(8;2;:—2), C(4;4;4) et D(10;1;-5)

B(8;—-2;4), C(—3;1; —2) et D(10; —3;6)

) A(0:3;-2), B(1:2;2), C(—3;1;5) et D(12; -3;5)

Déterminer le nombre réel k pour que les points A, B, C et [ donnés
ci-dessous soient coplanaires.

a) A(3;—1;4), B(k;0;1), C(k + 2;4; —5) et D(k +6;4; 1)
b) A(0;0;0), B(2;5;—4), C(2;k+5;—4) et D(L;k+ 4k —1)

Vérifier que le polyédre ABCDEFGH est un parallélépipéde et cal-
culer son volume pour les points suivants.
i 7), B(=2;1;6), C(0;1;6), D(1; —1;7), E(2;-2;3),
,2) G 3:0:2) et H(4;—2:3)
3), B(~1;4;2), C(—2;2;—3), D(0; —2; —2), E(4; —2;0),
1), G(1;0; —6) et H(3;—4;—5)

A(-1
F(l,D
) A(1; 0
F(2;2; -

Calculer le volume du tétragdre ABC D pour les points suivants.
a) A(2;1;0), B(1;1;3), C(4; —2;6) et D(2;—3;0)

b) A(0;2;3), B(—2;2;-1), C(4; —2;2) et D(3;6;0)

c) A(8;3:2), B(1;2;3), C(2;1;1) et D(0;0;0)

On considére un tétraédre ABC'D de volume 5 avec A(2;1; —1),
B(3;0;1) et C(2;—1:3). Trouver les coordonnées du sommet D sa-
chant qu'il est situé sur l'axe Oy.

On consideére un tétraedre ABCD de volume 1 avec A(3;4;5), B(1;2;1)

et C(—1;6;2). Trouver les coordonnées du sommet D sachant qu'il est
z=2+k :

y=1-—k

z=—1+2k

situé sur la droite d :
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Exercices relatifs au chapitre 6

41. On consldér{: trois vecteurs @, bet? orthogonaux deux a deux tels

que || @] = 3, ||b|| 2 et || €| = 5. Caleuler Det(d; b &Y.

42. Soit une pyramide réguliére de sommet §, de hauteur h et dont la

43.

44,

45.

46.

47,

base ABC'D est un carré de c6té a. On choisira l'origine au centre du
carré ABCD.

a) Calgulcl en fonction de a et de h, les produits scalaires SA - SB
et S4-5C.

b) En supposant que S4.5C = 0, calculer I'aire totale A et le volume
V' de cette pyramide.

Calculer la distance du point P au plan (ABC) dans les cas suivants.
a) P(3;2;-1), A(0;0;0), B(—1; —2; —3) et C(2; —3;—1)
b) P(3;4;—2), A(2;—3;—1), B(~1;—1;1) et C(0; 1;4)

Calculer la distance du point P au plan « dans les cas suivants.
a) P(-8;7:0)eta:2r —2y+2+6=0

b) P(5;3:—12) et a: 132+ 16y —dz+T7=0

¢) P(15;=2;5)eta:3zx—2y+2—-12=0

d) P(0:0;0)eta:z+y+2—+3=0

Calculer les longueurs des hauteurs du tétraddre de sommets A(2;4;6),
B(—4;-4:4), C(5;0;3) et D(—1;7;5).

Vérifier que les deux plans d’équations 3z + 12y — 4z — 18 = 0 et
3z + 12y — 42+ 73 = 0 sont paralléles et calculer leur distance.

Déterminer les équations cartésiennes des plans situés a une distance
6 du plan d'équation 9z + 2y — 6z — 8 = (.
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6 Produit vectoriel et produit mixte

48.

49.

50.

51.

52.

194

Déterminer les équations cartésiennes des plans bissecteurs des plans
a et 3 dans les cas suivants.

a) a:z+2y—2:2—-1=0et f:20—y+22+1=0
b) a:3z4+y—24+2=0et B:0—-Ty—72+13=0
c)a:z+2=0et8:32—2y+62—20=0

Déterminer les coordonnées des points situés sur la droite
2t 5 3

d: |y| =113 +k-| 7| et équidistants des plans d'équations
z 7 5

6r—y—224+43=0et 30 +4y —42 -9 =0.

Caleculer la distance des deux droites a et b dans les cas suivants.
i 1 1 T 1
a) a:|ly|=11])+k-| 4 et bily] =n 0
z 0 -3 z -2
2 r=6-—4k
b) a T63:;1,{—0—1:3_2”11t et b:dy=—-4+k
z=-1+k

On donne deux droites gauches a et b. Déterminer les coordonnées
du point A de a et du point B de b tels que la droite (AB) soit la
perpendiculaire commune &4 a et 4 b. En déduire la plus courte distance
d entre les droites a et b dans les cas suivants.

z=6—4k r=3—6n
a) a: y=-4+k et b:{y=—1+n
g= 1% z2=4+2n
r=1+k z=2+n
b) a:<y=-k et b:dy=1+2n
2=2+k 2=2+4+n

On donne les points A(0;12;2), B(—3;6:4), C(1;4;4) et D(—6; =5;1).
Déterminer les éguations paramétriques d’une droite e sachant qu'elle
passe par le point D et que la perpendiculaire comnume aux droites
(AB) et e passe par C.

Réponses
Réponses aux exercices du chapitre 6
—12 —6 16 10 72
2. a)| =4 b)[-18] o (-2 d)|-15] e [ 24
8 4 Bl 3 —48
24 —36 6 0 0
fn| s g (5| hl4] i)fo] jlo
—16 —28 -4 0 0
3. non
4. a)non (d et 3 ne sont pas orthogonaux)
k
b) —27et T = (2k+5] .keR
3k—6
5. a)—T&xb b0 c)4dd@xb-83TxT+2hx72
g= 12¢
7. a)<y=1-8¢ b) 12z -8y—2+7=0
F==1—1
c) 1v/209
3
8. —13
-7
r=8—-%k
9. y=—4
z=2+4k
10. a) 272 + 8y + 62 — 54 =0 b) 6y +2z+13 =0
)2z —dy4+32—24 =0
11. 2z -2y +2=2
12. bz 42y —11=10

13.

14.

a) Tx+8y—z=0 b) 3z —dy+2-11=0

=8+ 4k
y=—4-2k
z=4 -3k
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6 Produit vectoriel et produit mixte

r=2-+12k
15. a) { y=—4k b) 3v209 ¢) P'(35;35;3F) d) ¥AR
z=-34+7k
16, 8] 12 b) +/8260 ¢) pas un parallélogramme
17.4)% b) 11 &) 3 d) 15
18. 2
19. a) 2 et 13 b) bz —2y+2=37 c) (15—3:'":—%‘:’55;—%%)

20. 39,65°

21, a) 45° b) 42.,88°

22. Ils sont linéairement dépendants. De plus @ et b — 7 sont colinéaires.
23. Droite d’équation OP =t - @

25. 2022 +13y% + 2522 + 24wy + 1222 — 16yz — 1247 — 28y — 1302 — 440 =0
26. a) V6 b) V21

27.a)7  b) E c) 15

29. a) 15 b) £30 c) 3,27

31.4)1 b) 1 g 4 7 e)Br+1ly+2="7

32. a) 134 b) 11 ¢) 109,66°  d) 88,74°

38. a) 44 b) 0 c) 44 d) —132 e) 88 f) —792
34. a) A b) —2\ c) A d) —18A e) 30\ f) 0
35. a) oui h) oui ¢) non

36. a) 2 b) —1 ou 0

37. a) 18 b) 72

38.2)8 b) 24 &l &

39. D(0;—7;0) ou D(0;8;0)

40. D(2:1;2) ou D(; 4. 4)

41. +30
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42. a) SA. 5B = 12, 54 5C = h2 - La?
b) A=a*(1+V3)et V=1a3V2

43.a)2v/3  b) 22

44, 2)8 b)8  ¢)3V14  d)1

45. ha =42 hp =881 4. _ OV p, 3
46. 7

47. 9r 4+ 2y — 62 —T4=0et 92+ 2y — 62+ 58 = 0

a)r—3y+42+2=0et32+y=0
b)dz+5y+22+31=0c¢t 5ax — 2y —52+44 =0

51. a) A(2;-3;2), B(3;—-1;4),6 =3 b) A(1;0;2), B(%;O;

x=—6+5k
52. {y=—-5+10k
z=1+3k

Réponses
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7 Equation de la sphére

Au chapitre 4, nous avons étudié le cercle et son équation dans le plan.
Dans ce chapitre, nous allons reprendre une grande partie de ce qui a été
fait dans le plan et I'adapter & I'étude de la sphére dans l'espace.

7.1 GGénéralités

La sphére ¥ de centre C(z.: yo: 2.) et de rayon » (r > 0) est I'ensemble
des points P(x;y: 2) de 'espace situés & une distance r de C.

PET & [CPl=r & fe—el+W-yo)'+—2)=r

En élevant au carré, on obtient I'équation de la sphére
(—2o)* +W—ve) +(z— 20 =1?

Exemple 1. Déterminer I'équation de la sphére centrée en C'(—3;2; —1)
et de rayon r = 3.

(+3)°+(y—-272+(+1)2=9
En développant, on obtient x* + 4% + 22 + 65 — 4y + 22 + 5 = 0.
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7 Equation de la sphére

Exemple 2.
On considére la sphére d’équation ©° +y* + 2°> — 162 + 12y — 2z + 1 = 0.
Cherchons son centre ef son rayomn.

On peut écrire cette équation de la maniére suivante.
(-8 —64+(y+6)°—36+(z—1)-1+1=0

On obtient (z — 8)* + (y + 6)* + (z — 3)* = 100.
Il s’agit de I'équation de la sphére de centre C'(8; —6; %} et de rayon 10.

7.2 Positions relatives

7.2.1 Positions relatives d’'une droite et d’une sphére

On considére la sphére ¥ de centre C et de rayon r ainsi qu'une droite d.
Pour situer la droite d par rapport A la sphére £, on compare la distance
A(C: d) du centre C' a la droite d avec le rayon 7.

1. #(C:d)<r <= ladroite d est sécante & &
(deux points d'intersection)

2. 4(C;d)=r <« ladroite d est tangente & X
(un point d'intersection)

3. 48(C:;d) >r <+ ladroite d est extérieure 4 £
(aucun point d'intersection)

/5(C:d)

Pour déterminer les coordonnées du (ou des) point(s) d’intersection de d
et X, on résout par substitution le systéme formé par les équations de la
sphére et de la droite.
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Positions relatives

Exemple. On considére Ia sphére ¥ de centre C(3;—2;1) et de rayon r

r=4-—t
ainsi que la droite d: { y =8+ 2t .
=0+ 2t

Discuter la position relative de d et ¥ en fonction de 7.

— —
On calcule la distance du centre C' a la droite d : a(C; d) = _r"||AC x dl

Il ]|
‘ -1
oit A(4;8;5) est un point ded et d = | 2 | un vecteur directeur de d.
2
—1 -1 -12
=10} x| 2 [ Il 6 [
5(Cid) = |1E6_2< dl| __\-4 2/ _ _\=12) _
Il Vo 4

Sir =6, la sphére 3 et la droite d sont tangentes.
Sir > 6, la sphére ¥ et la droite d sont sécantes.
Sir < 6, la sphére T et la droite d sont extérieures.

7.2.2 Positions relatives d’un plan et d’'une sphére

On considére la sphére ¥ de centre C' et de rayon r ainsi qu'un plan 7.
Pour situer le plan 7 par rapport a la sphére X, on compare la distance
d(C; ) du centre C' au plan 7 avec le rayon r.
1. (C;m)<r & leplan 7 est sécant 3 & (infinité de points d’in-
tersection formant un cercle)
2. §Cim)=r <« leplan 7 est tangent & ©
(un point d’intersection)
3. 4(Cim)>r < leplan 7 est extérieur a 3
(aucun point d’intersection)
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7 Equation de la sphére

Exemple, On considére la sphére  : (z—8)2+(y +6)2+ (2 —1)? = 100.
Le plan 7 : 2z — by + 4z = 5 coupe cette sphére en un cercle. Déterminer
le centre [ et le rayon p de ce cercle.

On considére la droite passant par le centre de la sphére C(8; —6;1) et
perpendiculaire au plan 7.

=842t
y=—6— 5t
z=1+4¢

L'intersection I entre cette droite et le plan © donne le centre du cercle.
208+2t) —5(—6—5t) +4(1+4t) =5 = 45t+30=25

= t=-=1 = I(6;-1;-3)
-2
Ona|CIP=]|| 5 | |*=45

Par le théoréme de Pythagore, on obtient

P=r—||CIP=100-45=55 = p=+55

7.2.3 Positions relatives de deux sphéres

On considére les sphéres £, de centre ) et de rayon 7 et £, de centre Cs
et de rayon r,. Pour situer ¥; par rapport 4 ¥;, on compare la distance

[|C1C5|| entre les centres avec vy + 1y et |rp — 7.

- ey - .

1. ||ChCs)| >+ 12 & X est 4 l'extérieur de X,
(aucun point d'intersection)

2. ||C1Cyll = +1r2 = X; et I, sont tangentes extérieurement
(un point d’intersection)
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3.

4.

5.

Plan tangent a une sphére

—_—
r—ro| < |C1Ca|| <1 47, = ¥ et £ sont sécantes
(infinité de points d’intersec-
. tion formant un cercle)
CiCa|l = |ry — 7y < X1 et Ly sont tangentes inté-
rieurement
o (un point d’intersection)
[C1Cs]| < |r1 — 1o < l'une des sphéres est & l'inté-
rieur de I'autre
(aucun point d’intersection)

7.3 Plan tangent A& une sphére

Exemple. Soit la sphére d'équation (z —2)%+ (y+1)? +(2—38)% =30. Le

point T(1;4; 5) appartient 4 cette sphere puisque ses coordonnées vérifient

son équation.

On veut trouver I'équation du plan 7 tangent & la sphére en T. On consi-

dére un point P(z;y; z) de 7.

Le plan w passant par T' et P étant tangent & la sphére, il est perpendi-
. w 0 —

culaire a la droite passant par C et T. On a done CT - TP — 0.

En développant, on obtient

-1 r—1
2 y—4] =0
2 z—5

—(@—1)+5(y—4)+2(z—-5) =0
L'équation du plan # est done x — Sy —2z+29=0.

On considére un point T de la sphere T de centre C et de rayon r et on
note 7 le plan tangent a la sphére en T, De maniére générale, on a

Per « E—‘?’-TF:D
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7 Equation de la sphére

7.4 Exercices relatifs au chapitre 7

1,

204

Les équations ci-dessous représentent-elles une sphére 7 Si oui, on en
donnera le centre C et le rayon r.

2) =22+ +(z—1)2 =9

b) 22 +y2 + 224+ 62— 10y —42+22=0

e) 22 +y?+ 22120 —2y+62+56=0

d) 22492 +2°+40— 14y —824+69=0

e) 3622 + 36y2 + 3622 — 108z + 96y — 144z + 109 =0

Déterminer I'équation de la sphére

a) de centre C'(0;2; —4) et de rayon 5

b) de centre C'(1; —2; —4) et passant par le point P(3;2;—1);
:) de diametre [AB] on A(—1:0:5) et B(7;4:—7);

-~

d) passant par les points A(4;2; —3) et B(—1;3;1) et ayant son centre
x 3 1
sur ladroited: |y | = |5 +k-| 1
z 5 —2

e] centrée & l'origine et tangente a la droite
T 3 1
dily|=|5]+k-| 1 ]:
z 5 -2
f) de centre C'(4;1;—5) et tangente au plan d’équation
T+2y+22—-4=0:
g) passant par les points M(0;3; —4), N(2;2; —3) et P(10;1;—8) et
de rayon 5v/2:
h) passant par les points M(—2;2;3), N(0;4;1) et P(=5;5;—1) et
ayant son centre sur le plan d’équation x +3y—2z—-7=0;
i) passant par les points E(57;:—2), F(3;1;0), G(—5:12;3) et
H(-8;-2—-1);
passant par les points M (8;8;9), N(—1; —1;9) et P(11;5;9) et tan-
gente au plan (Oxy).

[
—

Exercices relatifs au chapitre 7

Déterminer les coordonnées des points d'intersection d'une sphére &
et d'une droite d dans les cas suivants.

r=—-3+2k
a)T:2?+3°+ 2222 —y+2-3=0 d:{y=6-2k
=44k
‘ r=-2—%k
b)E:a® +9y°+22 4o+ 2 +32-9=0 d:{y=4+k
z=4+k
r=1
O:a?+y?4+ 22 —3z+y+1=0 d:{y=2+k
2=34 2k

Le systéme d’équations cartésiennes

(-3 +(y+2)?2+(z2—1)2=100

20 —2y—2+9=0
détermine un cercle. Calculer les coordonnées du centre C et le rayon
r de ce cercle.

Trouver I'équation de la sphére passant par le point P(2; —1: 1) et qui
contient le cercle déterminé par le systéme d’équations

2?4+ +22—-20+3y—62—5=0

fr+2y—2-3=0

Déterminer I’équation de la sphére contenant les deux cercles I'; et I'
donnés par les systémes d’équations

x? 4 22 =295 & 2 +22=16
y=2 ' y=3 ’

On donne une sphére T et un point 7. Aprés avoir vérifie que T ap-
partient a ¥, trouver I'équation du plan tangent a £ au point T.

a) T(7;4;4) Ei(x+3)%+(y—15)2+(z-2)2 =225

b) T(14;4;,—6) E:(z—2%+(y+4)2+(2—3)2=289

¢) T(=2;12:—5) T:2?+y?+2° — 22— 10y + 62 = 27

d) T(3;:-1; %) ¥ :492% + 49y + 4922 — 70x 4+ 42y — 2042 +34 = 0
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7 Equation de la sphére

10.

11.

12.

206

Trouver les équations des plans tangents & la sphére d’équation
a? +y? + 22 + 8z — 2y — 2z = 48 aux points d'intersection de cette

sphére avec les axes de coordonnées.

On donne une sphére £ et un plan a. Déterminer les équations des
plans paralléles & o et tangents a X, ainsi que les coordonnées des
points de contact de ces plans avec X.
a) izl +y*+22=216

a:Te=2y—2z=
b)Z:(z -3+ (y—1)2+22=169

a:1224+4y+32-12=10
c) X:2224+2°+ 222 - 22+ 8y + 2z =87

a:r—y—z+11=0

On donne une sphére ¥ et une droite d. Déterminer les équations des
plans perpendiculaires & d et tangents a X, ainsi que les coordonnées
des points de contact de ces plans avec 2,

a)Z:(z+1)P+(y—-52+(2+2)2=49

=342k
d:iy=2-—06k
z=-3k

b) X :z? +y? + (z—3)° =361
d=(AB) olt A(—8;5;17) et B(28;7;5)

8r— 11y + 8z =30
r—y—22=0

2% 4+ 3% 4 2% + 22 — 6y + 4z = 15. Déterminer les équations des plans
contenant la droite d et tangents a la sphére .

Soit la droite d : { et la sphére ¥ d’équation

\Ionﬂcr que les sphéres d'équations 2% + 32 + 22 = 81 et
+ 9y + 2% — 4z — 12y + 62 + 45 = 0 sont tangentes et détermi-
ner l'équation de leur plan tangent commun.

13.

14.

15.

Exercices relatifs au chapitre 7

On donne la sphére X : (z — 1)? + (y — 1)2 + (2 — 1)® = 49 et le plan

a:3r+2y—62+57=0.

a) Déterminer la distance minimale des points de la sphére S au
plan a.

b) Le point Q(7;3;¢) (avec ¢ > 0) se trouve sur la sphére ¥. Soit 3 le

plan tangent 4 la sphére au point Q. Calculer I'angle aigu entre les
plans a et 3.

On donne la sphére X : (z — 7)% + (y — 12)? + (2 — 6)2 = 150, le plan
x =5k

a:3r+4y=19e¢t ladroited: (y =k
2=k

a) Déterminer les coordonnées du point d’intersection A de la droite
d et du plan a.

b) Vérifier que le point A appartient & la sphére X.

c) Soit e la droite passant par le centre E de la sphére ¥ et normale
au plan a. Déterminer les coordonnées du point d'intersection P
de la droite e et du plan a.

d) Caleuler le rayon r du cercle I' d’intersection du plan a et de la
sphére X.

e) Déterminer les coordonnées des points B, C et D tels que ABCD
soit un carré inscrit dans le cercle T,

On donne les sphéres I; de centre C) (7; 9; —3) et de rayon 2v/5 et Ts
d’équation a2 + 32 + 2% — 4 + 2y — 42 = 101.

a) Montrer que ces deux sphéres sont sécantes.

b) Déterminer le plan contenant le cercle d’intersection de ces denx
spheéres.

c¢) Déterminer le centre et le rayon du cercle d'intersection des deux
sphéres.
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7 Equation de la sphére

Réponses aux exercices du chapitre 7

1. a) ;«phere c(2;0;-1),r=3 b) sphére : C(—3;5;2), r=4
¢) rien d) point C(—2:7;4) e) sphere : C(%; —% 9), r=+/§

) ri

2. a) 2%+ (y—2)2+(2+4)2=25 b) (z—1)2+(y+2)24(2—4)2 =45
c) (1—5)Q (y ) +(24+1)%2=56
(l){'z—d (¥y+1)?+(2—-3)2=45 e) 224+ y2 422 =100
f)( +(y~1}2 + (2452 =%

(’I‘—D)?-I-(J 6)2 + (2 +8)2 =50 ou

(x—2)2 +(y-1—“2f] +(”‘+%J =50
11)~’JL+3J"'t +{y—4y +{z-1)* =9

) (37 -6+ (=42 = 65 J) (2B +(y=2)+(2=T)? = 49
3. a) (1;2;-2), (3;0; -1) b) (1;1;1), (3;—1;—1)
) (1;0;-1), (1; 3 %)

P+ + (-9 =
24 (y+2)2+22=41

p i S
—
H
m|c~

a) 10z — 11y + 22 = 34 b) 12z + 8y — 92 = 254
c) 3z —Ty+ 2+ 100=0 d) 112z — 28y — 91z = 260

8. 8z—y—2=32,8z+y+24+96=0,4dz+Ty—2=>56,4c—Ty—z = 42,
4 —y+Tz2=06,4c—y—Tz =42

9. a)Tz—-2y—2=108,Tz -2y —2+108 =0, (14; —-4;-2), (—14;4;2)
b)12z +4y+32 =209, 122 +4y+ 32120 =0, 15;5;3), (—=9:-3:-3)
z-y—2=15,2—-y—-2+9=0,(3;-6—-3), (-5:2; 1)

10. a) 22 —6y + 32 =11, 22 — 6y + 32+ 87 =0, (1; -1;1), (—3;11;-5)
b)18z +y — 62 = 343, 18z +y— 62+ 379 =0, (18;1;-3), (—18; —1;9)

11. 3z —4y+2: =10 20 —3y—+4z=10
12, 22+ 6y — 32z =63
13. a) 1 b) 85,32°

14, a) A(5;1;1) ¢) P(1;4;6) d) r =5v2
e) B(5;1;11), C(=3;7;11) et D(=3;7:1)

15. b)a+2y—2=22 ¢) centre D(6;7; —2) et rayon /14
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Annexe A

Représentations graphiques
dans I’espace

Jusqu’ici les figures étaient destinges a illustrer un objet ou a éclairer un
raisonnement. L'objet des pages suivantes est la représentation graphique
elle-méme.

Les auteurs, conscients qu'ils sont loin d’étre exhaustifs, renvoient le lecteur
intéressé et désireux d’en savoir plus & la lecture d’ouvrages spécialisés, en
particulier dans le domaine de la géométrie descriptive.

A.1 Représentation d’un point

Pour représenter graphiquement un objet de 'espace, nous le dessinons
dans le repére orthonormé direct (O;7; €s; &3 ).
Les plans Oxy, Oxz et Oyz sont appelés respectivement sol. paroi et
mur,

z z A;
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A. Représentations graphiques dans I'espace

Nous notons A, A; et A3 les projections d'un point A parallélement aux
axes sur le sol, le mur et la paroi.

Un point est visible si ses trois coordonnées sont positives ou nulles.

A.2 Représentation d’une droite

Les traces d'une droite d sont ses points d'intersection S avec le sol, M
avec le mur et P avec la paroi.

Nous notons dy, dy et d3 les projections de la droite d parallélement aux
axes sur les plans de base (dy projection sur le sol, ds projection sur le mur
et d3 projection sur la paroi).

Pour représenter graphiquement une
droite nous supposons que le sol, le
mur et la paroi sont opaques (ou
semi-opaques) et nous ne dessinons
en trait plein que sa partie visible
et ses traces &, M et P. On repré-
sente les parties invisibles en trai-

tille.

Lorsque la droite est donnée par ses

équations, il convient de commencer Ho
par calculer les coordonnées de ses 2T
traces, puis de représenter ces points o
avant de les relier. .p

Une droite peut n’avoir que deux traces ou méme qu'une seule. En voici
des exemples.
z 2

e 5

T droite horizontale T droite verticale

(paralléle au sol) (paralléle 4 Taxe Oz)
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Positions relatives de deux droites

A.3 Positions relatives de deux droites

Deux droites a et b peuvent étre confondues, strictement paralléles, sé-
cantes ou gauches. Si la description précise des deux premiéres situations
ne pose pas de probleme particulier, il n'en va pas de méme pour les deux
derniéres.

Envisageons donc deux droites a et b qui ne sont ni confondues, ni stric-
tement paralléles. Leur représentation dans 'espace peut présenter alors
une intersection apparente.

Notons encore a; et by les projections parallélement & I'axe Oz de a et de
b sur le sol.

Si les droites a et b sont sécantes en I, alors le point d'intersection I; des
droites a; et by, est situé a la verticale du point 1.

Si le point d’intersection Iy des droites a; et by n'est pas situé 4 la verticale
du point d’'intersection apparent, alors les droites a et b sont gauches.

A.4 Représentation d’un plan

Les traces 7', #" et " d’un plan
m sont les droites d'intersection
de ce plan avec le sol, le mur et
la paroi.

Si le plan  coupe les axes en X,
YetZ n passepar X et Y, 7"
passe par ¥ et Z et n'" passe par
X et Z.

On représente un plan par ses
traces.
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A. Représentations graphiques dans l'espace

Exemple. Considérons le plan 7 : 6z + 4y +3z — 12 = 0.
La droite 7' passe par X (2;0;0) et Y(0:3:0).

La droite 7"’ passe par Y (0;3;0) et Z(0;0;4).

La droite 7" passe par X(2;0;0) et Z(0;0;4).

Un plan peut n’avoir qu'une ou deux intersections avec les axes. En voici
deux exemples.

plan horizontal x 1 plan vertical :
(paralléle au sol) (paralléle 4 I'axe Oz)

A.5 DPositions relatives de deux plans

Deux plans o et 8 peuvent étre confondus, strictement paralléles ou sé-
cants. Dans ce dernier cas, leur intersection est une droite i.

Considérons deux plans sécants o et § donnés par leurs traces of, a”,
o' et 4, 37, 8. On construit leur droite d’intersection i de la maniére
suivante.

1. Construire {S} =a'N g, {M}=a" N §" et {P} =a"" N p".
2. La droite d’intersection des plans passe par les points S, M et P.

212

Positions relatives de deux plans

213



A. Représentations graphiques dans 'espace Exercices relatifs 4 annexe A

A.6 Exercices relatifs & 'annexe A 5. Représenter graphiquement
8 1e ’ -alléle a l'axe Oz
1. Placer les points suivants dans le repére (O;e7;ea; €3) et donner les 8 mn. plam o pumsllile A liexs L

coordonnées des projections de ces points dans le sol, le mur et la pa- b) un plan 3 paralléle au mur ;

roi. ¢) un plan 7 paralléle & la paroi.

A1 1;1) B(3;6;0) (3:6:2)

D(3;6; —4) E(—-2;5;1) F(-3;-1;-2)

oA B 1) . 9. 0, _ 9. __

5L HiE=%5) ¥4 =%) 6. Représenter graphiquement les plans suivants.

a:2r43y4+22—-6=0 B:22+3y—2—-6=0
r=2+k b4+ 3y —22=0 §:20+3y+2:24+6=0
2. On donne une droite d: { y =5+2k . £:3y—22-6=0 piz+2y—4=0

z=—3—3k

a) Calculer les traces de cette droite, puis dessiner la droite d dans le
repére (O; &1;83;€3).

b) Déterminer une équation pour chacune des projections de d dans
le sol, le mur et la paroi, puis dessiner ces projections.

7. Donner une équation cartésienne des plans a. 3 et v représentés gra-
phiquement ci-dessous.

3. Donner des équations paramétriques pour chacune des droites sui-
vantes, puis dessiner ces droites ainsi que leurs projections dans le sol \
et dans le mur.
a) La droite d passe par A(6;2;1) et par B(2;4;3).
b) La droite d passe par A(5;7;2) et par B(2:2:2). . = Y
¢) La droite d passe par A(—2;3;5) et par B(5; —1;3). PAC oy B

d) La droite d est verticale et passe par A(2;3;5). /

at
.
Ly
‘.

2
v
QR

&€

4. Donner des équations paramétriques des droites a, b et ¢ représentées

eraphiquament: Gl-dessous. z 8. On considére le cube de sommets OABCDEFG dont on connait
% A(5;0;0), B(5;5;0) et D(0;0;5), ainsique leplan7 : z+y+2—8 =0.

[ : ' Représenter le polygone d’intersection du cube et du plan «, puis cal-
\ b / culer les coordonnées des sommets de ce polygone.
e

i) GEEEN
7
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A. Représentations graphiques dans I'espace

9. Les droites a et b se coupent-elles ?

My,
}.)t[

.\
\ y
78
Sy

10. Représenter le plan 7 passant par le point A et contenant la droite d.

11. Représenter la droite d'intersection i des plans a et j3.

z

B

216

Exercices relatifs 4 'annexe A

12. Représenter le plan 7 passant par les points 4, B et C.

C.
®
: B
_____________ .
u
.......... ---
A
o i
13. Construire la trace S de la droite d.
Z
)

14. Construire le point €' du plan 7 dont la projection sur le sol est C}.

Z

Cl.



A. Représentations graphiques dans 'espace

15. Construire les traces du plan 7w qui contient la droite d et le point A
du sol, puis la droite horizontale h de 7 qui passe par P.

2z

f"\d

@

16. a) Représenter les traces du plan w: 2 +2y — 2 — 6 = 0.

]

18.

218

b)

¢)

La droite d passant par le point A(4;3;4) est paralléle au mur
et contenue dans le plan 7. Représenter cette droite ainsi que sa
projection sur le sol.

Donner un vecteur directeur de d.

On consideére la droite d qui passe par les points A(4; 10;0) et B(1;1; 3),
ainsi que le plan 7: 20+ y+ 22 — 12 = 0.

a)

b)
c)
d)

b)
c)

Donner des équations paramétriques de la droite d, puis sa repré-
sentation graphique en mettant en évidence ses traces dans les trois
plans de référence. Tracer également la projection de d dans le sol.

Représenter les traces du plan 7.
Calculer I'angle aigu entre la droite d et le plan 7.

On considére la droite d’ paralléle & d et passant par P(3;—1;2).
Calculer la distance entre les droites d et d'.

Déterminer une équation du plan 7 donné par ses traces.
Représenter le point A(3;4;5).

Le plan w étant considéré comme opaque, représenter la partie
visible de la droite verticale v passant par A.

d)

e)

Exercices relatifs a 'annexe A

On considére le point B(5; 3; 3). Calculer les coordonnées de I'éven-
tuel point d’intersection de la droite d qui passe par A et B avec
le plan .

La droite d est-elle paralléle au plan Oyz?

Z

s

>

19. On considére le dessin ci-dessous.

a)

b)
c)

d)

e)
f)

g)

Déterminer les coordonnées des points B dans la paroi et ' dans
le sol.

Représenter le point A(1;4; 2).

Déterminer I'équation cartésienne du plan o formé par les trois
points A, B et C.

Déterminer les coordonnées des points d’intersection du plan o avec
les trois axes.
Représenter le plan a sur la figure ci-dessous.

On considére encore le point P(2;2;4). Ce point est-il situé au-
dessus, sur ou au-dessous du plan a7 Justifier la réponse.

Déterminer les coordonnées du point I d’intersection de la droite
(OP) avec le plan a.
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A. Représentations graphiques dans l'espace Réponses

Réponses aux exercices de ’annexe A

]

1. Point Sol (z =0) Mur (z = 0) Paroi (y =0)
A(1;1;1) Aq(1;1;0) A2(0;1;1) As(1;0;1)
B(3;6;0) B1(3;6;0) B3(0:6;0) B3(3;0;0)
C(3;6;2) (3:6:0) C(0;6; 2) C3(3;0;2)
p D(3;6; —4) D, (3;6;0) D, (0; 6; —4) D3(3;0; —4)
* E(—2;5;1) Ey(—-2;5;0) E5(0;5:1) E5(-2;0;1)
B i F(-3;-1;-2) F(-83;-1;0) Fy(0;-1;-2) F3(—3;0; —2)
i : G(4;5;1) G1(4;5;0) G2(0:5;1) G5(4;0;1)
i H{4;—2;5) H,(4;-2;0) Hy(0; —2;5) H5(4;0:5)
T , H(-2-2;-2) LNL(—2;-2:0) I(0;—2—2)  [(—2:0:-2)
& 2. a) 5(1;3;0), M(0;1;3) et P{—-:_() %)
Py w=145 z=0 z=1-k
b) d : y—3—'—2k dy:qy=1+4+2ketds:qy=0
» = z=3-—3k z=23k
@ &
x=6—2k
<48 {g-?-}-k , 5(8;1;0), M(0;5;4) et P(10;0;-1)
z2=1+4+%
La figure ci-dessous est disponible en grande taille sur le site de la CRM a z=5+3k
I’'adresse www.sspmp.ch/crm. )d:{y=7T+5k, pas de S, M(0; 2) & P( :0:2)
) z=2
p x=-2+T7k
)d: < y=3-4k ,S(3;-T7;0), M(0;-11;-2) et P(13;0;)
z=5—2k
=2
J—,j S(2:3;0), pas de M et pasde P
=k
F= gk r=4—k &=3
4. a:<y =6k b:qy=4 gl =K
z=4—dk z=k {223
. u
7. a:x+z=4,F:z=2¢etvy:6c+2y—32z—-6=0
8. polygone a six cotés HIJK LM avec H(3;0;5), I(5;0;3),
@ QCRM J(5;3;0), K(3;5;0), L(0;5;3) et M(0; 3;5)

9. oul
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A. Représentations graphiques dans l'espace

0
16. ¢) | 1
2
z=44+k
17. a) d: Q y =10+ 3k, 5(4:10;0). M(0; —2:4) et P(;0: L)
g=—K
C) 17.55° Cf.) ;_’;_% Annexe B

18. a) 22 +32—12=10 d) I(12; —3; —4) e) non

0 BBl dmyiinies Exercices de type maturité

d) pas d’intersection avec Oz,
f) au-dessus g) I(2; 8,18
/ a0 0

B.1 Dans le plan

1. On donne les points A(—T7; —2), B(9;6) et Q(—1:6).

a) Déterminer I'équation implicite de la droite passant par A et B.
b) Déterminer I'équation du cercle w tangent & la droite (AB) et de
centre £, puis celle de 'autre tangente t au cercle w issue de A.
c¢) Calculer les coordonnées d'un point C situé sur 'axe Oy et qui
forme avec les points A et B un triangle d’aire 280 (on obtient

deux solutions). Vérifier qu'une des solutions appartient a t.

d) On donne le cercle 7 : 22 + y? — 62 — 6y — 7 = 0 de centre D et de
rayon r et la droite e : ¥ — Ty — 7 = 0. Vérifier que Q appartient 4
vet Aie.

e) Démontrer les égalités || A2 = ||EE|' |J|AF|| = ||AD|? - 2 ou
L et F sont les intersections de e avec 7, En déduire que la droite
(AS)) est tangente au cercle 7.

2. On donne les droites d; : 3z —y —8=0cet dy: 2z — 3y = 0.

a) Déterminer les coordonnées des sommets du losange ABCD situé
dans le premier quadrant et construit de la maniére suivante :

- le point A est le point d'intersection de d; et de da;
- le coté [AD] est sur dy et le coté [AB] est sur da;
- la longueur du cété est 21/10.
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B. Exercices de type maturité
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b) Calculer l'aire du losange ABC D.

¢) On considére le cercle v de rayon r = v/10 —+/2 tangent aux droites
d, et dy et intérieur au losange ABC D. Déterminer les coordonnées
du centre K de ~.

d) Montrer que 7 est aussi tangent a la diagonale (BD).

On donne le point A(—6;4), le cercle I' : 2% 4+ 3% — 24z — 10y =0 et la
droite ¢ : bz — 12y + 169 = 0.

a) Montrer que t est tangente & I' au point T'(7;17).
b) Donner I'équation de I'autre tangente a I' paralléle a ¢.

¢) Montrer que le point B(24;10) appartient & I'. Donner I'équation
de la tangente 4 I' en B et montrer qu’elle est perpendiculaire a .

d) Soit d la droite (OA) ot O est l'origine du repére. La droite d coupe
ten K et I'en O et L. Calculer les coordonnées de K et L.

e) Calculer la distance du point A 4 la droite t. En déduire 'équation
des cercles de rayon 7 tangents 4 ¢ et passant par A.

On donne les points A(—13;1) et C(3;13). On considére les cercles
2?4y +de—6y—12=0et Dy : 2% + 9% — 4oz — 6y — 12 =0.

a) Déterminer le centre et le rayon de ['; et de ['5, ainsi que leurs
points d’intersection.

b) Donner I'équation de la droite (AC) et montrer qu’'elle est tangente
arli,

¢) Déterminer les coordonnées du point B tel que le cercle I'; soit
inscrit dans le triangle ABC' et calculer aire de ce triangle.

d) Donner les coordonnées du centre du cercle I'y tel que :
- 'y a le méme rayon que I'; et I'y;
- I's est tangent extérieurement a I'y et ['s;
- la deuxiéme coordonnée du centre de I's est positive.

e) Donner le point d’'intersection de I'y et I's sans utiliser les équa-
tions de ces cercles.

Dans I'espace

B.2 Dans ’espace

3.

On consideére les points D(—2; 4; 6) et E(—14; —18;10), le plan a d'équa-
tion 2o +y — 2z — 15 = 0 et la droite d passant par les points
A(=3;—5;7) et B(0;19; —8).

a) Calculer 'angle aigu ¢ formé par d et a.

b) Donner I'équation de la sphére I tangente au plan cven P(6; yp; 2)
et a la droite d en M (z,,;3; 2,)-

¢) Déterminer les équations paramétriques de la droite ¢ tangente a
la sphére ¥ en M et perpendiculaire & la droite d.

d) Un rayon lumineux issu de D frappe le plan « en un point R. Cal-
culer les coordonnées de R sachant que le rayon réfléchi passe par E.

On considére les cing points A(2:2;—1), B(0;0;16), D(—T;—6;1),
P(12;22;11) et @Q(2;4;13) ainsi que le plan o d’équation ¢ — y = 0.
a) Calculer I'angle aigu ¢ formé par la droite (AP) et le plan a.

b) Déterminer I'équation de la sphére 2 centrée sur (PQ) et passant
par B et D.

¢) Déterminer les équations paramétriques de la droite d', projection
orthogonale de (PQ) sur le plan a.

d) D'un mobile se déplagant sur (PQ), on tire sans interruption en
direction du plan a, perpendiculairement & celui-ci. Une cible en
forme de cercle I" centré en A et passant par B est dessinée sur o.
Décrire précisément de quels points de (PQ) on touchera la cible.

On considére les points A(6;—2;0), B(—3:;2;5), C(9;8:4), D(0;0;6)

et F(—6;2;1). On note a le plan passant par les points A, B et C.

a) Trouver I'équation du plan a.

b) Trouver I'angle aigu entre le plan « et la droite (DE).

¢) Trouver les coordonnées du (ou des) point(s) S de la droite (DE)
de sorte que le tétraédre ABCS ait un volume de 85.

d) On considére la sphere o : 2 + y* + 22 =62 — 22 — 6 = 0. Le
plan a coupe la sphére o. Trouver le centre et le rayon du cercle
d’intersection.
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Soient une sphére £ de centre C'(4;4;3) et de rayon » = 7, un plan

1
« passant par A(1;2;1) et de vecteurs directeurs @ = | —1| et
0
2
¥ = | 1 | ainsi que les points B(29;18;—31) et D(—T7; —2;1).
1

a) Etablir les équations de la sphére ¥ et du plan .

b) La sphére coupe le plan en formant un cercle. Déterminer son centre
N et son rayon ry.

¢) Un rayon lumineux partant du point B en direction du point D
rencontre le plan a en S avant d’étre réfléchi par le plan « et de
toucher la sphére en un point M. Déterminer ce point M.

d) Déterminer le point L de la sphére qui est le plus éloigné du plan a.

On considére les points A(—3:2;5), B(—2;—2;-2), C(=3;-1;1) et
D(3;—3;5).
a) Calculer 'aire du triangle ABC.

b) Déterminer 1'équation cartésienne du plan 7 contenant les points
A BetC.

¢) Déterminer les équations paramétriques de la droite d normale au
plan 7 : 5z — 4y + 3z + 8 = 0 et passant par le point D,

d) Trouver les coordonnées du point d'intersection de la droite d et
du plan .

e) Calculer la distance du point D au plan 7.

f) Déterminer I'équation cartésienne de la sphére ¥ de centre D et
tangente au plan 7.

g) Trouver les coordonnées des points d'intersection de la droite

r=3+5A
d:4{ y=—-3—4X avec Ae R
z="5+4+ 3\

et de la sphére & : (z —3)2 + (y + 3)2 + (2 — 5)2 = 50.

Dans I'espace

10. On considére la sphére 2, de centre Cp,(—2; —m;—1) et de rayon 3
ainsi que la droite d passant par les points P(—6;—4;0) et Q(0: —1:3).

a) On pose m = 2.

1. Déterminer les points d'intersection T3 et Tb de la droite d avec
la sphére Xs.

2. Déterminer les équations des plans tangents a ¥ en ces deux
points,

3. Donner les équations paramétriques de la droite d’intersection
de ces plans et calculer I'angle aigu ¢ que forment ces deux
plans.

4. Montrer que le plan o : 2o +y — 52 + 16 = 0 coupe la sphére
¥o. Donner le centre et le rayon du cercle a i Zo.

b) Déterminer les sphéres £, qui admettent 3 : 2z +2y + 2z = O
comme plan tangent.

c) Pour quelle valeur de m le point C,, est-il le plus proche du point
M(—4;6;—-8)7

11. On considére les points A(—2; —2;2), B(3;13;2), G(1;2; 1), S(11; —8;4)
et le plan m contenant les points A, B et G.

a) Trouver I'équation du plan .
b) Le triangle ABC' admet G pour centre de gravité.

1. Déterminer les coordonnées du sommet ' et montrer que C
appartient au plan .

2. Calculer I'aire du triangle ABC.
¢) On considére le tétraédre de sommets A, B, C et S,
1. Caleuler le volume de ce tétraédre.

2. Déterminer les coordonnées du point H du plan (ABC) qui est
le pied de la hauteur du tétragdre issue du point S.

3. Calculer I'angle aigu entre la face ABC et l'aréte (BS) du té-
tragdre.

d) Trouver les équations paramétriques de la droite d’intersection du
plan 7 et du plan d’équation 2z +y — 32 —4 = 0.
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12.

13.

228

On considére les points @Q(1;—5; —9), R(13;—11;9) et 5(5;3;1), le
plan 7 d'équation 4o — Ty +4z — 3 = 0 et la droite d donnée par les
équations paramétriques

=154+t
d:{ y=—-1+56t avecteR
z2=11+1¢

a) 1. Déterminer les coordonnées du point P d’intersection de la droite
d avec le plan .

2. Le point @ appartient-il au plan 77
b] Calculer I'angle aigu # que forment la droite d et le plan 7.
¢} Trouver l'équation du plan a contenant le point (Q et la droite d.

d) Trouver des équations paramétriques de la droite d’intersection des
plans 7 et a.

¢) On considére le triangle QRS.
1. Ce triangle est-il rectangle ? isocéle ? équilatéral ?
2. Calculer I'aire de ce triangle.
f) Calculer le volume du tétragédre PQRS.
g) On considére la sphére ¥ d’équation a2+y2+ 22 —142+16y—13 = 0.
1. Déterminer les coordonnées du centre et trouver le rayon de
cette sphére.

2. Décrire la position relative de la sphére ¥ par rapport au plan ,

On consideére les points A(1; 2;0), B(—2;3;—6), C(0;5;2), D(39; 24; 14)

et BE(17;12; —2).

a) Trouver I'équation du plan (ABC).

b) 1. La droite (DE) est-elle paralléle au plan (ABC)? Justifier la
réponse par un caleul complet.

2. Sioui, calculer la distance entre la droite (D E) et le plan (ABC).

Si non, trouver l'intersection entre la droite (DE) et le plan
(ABC).

¢) Calculer le volume du tétraédre ABCE,

d) Trouver l'équation de la sphére centrée en E et tangente au plan
(ABC).

14.

15.

Dans I’espace

On consideére le triangle ABC de sommets A(—7; —1; —1), B(11; —4; 5),

C(20;5;1). le plan o : 42 — 5y — 20z = 0 et la droite d passant par les

points D(5;4;2) et E(7;1;—4).

a) Domnner I'équation du plan m contenant les points 4, B et C.

b) Trouver I'angle aigu que forme la droite d avec le plan 7.

¢) Donner une équation de la sphére & centrée en E et tangente au
plan .

d) Trouver le point d’ordonnée nulle situé sur l'intersection des deux
plans m et @. Donner ensuite les équations paramétriques de la
droite d’intersection des deux plans. Calculer 'angle aigu # de ces
deux plans.

e) Déterminer la distance entre les droites (AB) et (CD).

f} Soit le point H, projection orthogonale de P(9; —12; —17) sur le
plan 7. Déterminer 'aire du triangle APH.

r=—2—2A
On considére le point C(1;2;2) et les droites a: ¢ y=2+2)\  avec
z=-—1-2A

g—2 y+3 2-1
AeRetb: = = ;
cRe 2 T T =f
a) Montrer que les droites a et b sont sécantes.

b) Calculer les coordonnées du point d'intersection I des droites sé-
cantes a et b,

¢) Déterminer I'équation cartésienne du plan 7; contenant les droites
a et b.

d) Déterminer I'équation cartésienne de la sphére & de centre C et
tangente a la droite a.

e] Trouver les coordonnées du point de tangence T de la droite a avec
la sphére £: (z —1)2 +(y —2)> + (2 —2)* = 0.

f) Déterminer 1'équation cartésienne du plan m perpendiculaire a la
droite a et contenant le point C.

g) Déterminer les équations paramétriques de la droite d d'intersec-
tion des plans my : 2z 42y +2+1=0et mp: —x+2y—224+1=0.
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B. Exercices de type maturité

16.

17.
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On considére les points A(4;1:3) et B(—3;0; 1) et la droite d donnée
par les équations paramétriques

e=3+2t
d:q y=4+3t avecte R
z=1+1t

a) 1. Montrer que les droites (AB) et d sont gauches.
2. Calculer la distance de ces deux droites.

b) Déterminer I'équation de la sphére ¥ qui passe par les points A et
B et dont le centre €' appartient i la droite 4.

c) La sphére £ est considérée comme un modéle de la Terre dont
l'équateur passe par les points A et B. Déterminer son axe de
rotation et calculer la longueur du plus court chemin de A vers B
sur cette sphére.

d) Trouver le centre, le rayon et une représentation cartésienne du
plus petit cercle inclug dans ¥ et passant par les points A et B.

On considére les points A(—2; —1;0), B(1: —4; 6), C'(4; 1;6), D(1;3;1),
P(0;4;—6)etleplana:z—3y+2+7=0.

a) Trouver I'équation du plan 8 contenant les points A, B et C.
b) Déterminer 'angle aigu ¢ formé par la droite (AC) et le plan a.
¢) Montrer que les droites (AB) et (CD) sont gauches.

d) Déterminer des équations paramétriques de la droite d'intersection
des plans o et 3.

e) 1. Déterminer I'équation cartésienne de la sphére I centrée en P
et tangente au plan .
2. En déduire les coordonnées du point € situé sur la sphére [ et

qui est diamétralement opposé au point de contact de la sphére
[ et du plan a.

Réponses

Réponses aux exercices de ’annexe B

1.

8.

b)w: (z+1)*4(y—6)? =20ett: 112—2y+73 =0
d) E(0;—1) et F(7;0)

a) r—2y+3 =0
c) C1(0; ) et Co(0; -

a) A(3:1), B(9;3), C(11;9) et D(5:7)  b) 32
¢) K(8 — v/5;6 — /5)

b) 5z — 12y — 169 =0
d) K(—13;%) et L(12;-8)

e) 6(Ast) =7, (z— £+ (w-8)2=490u (2+ 2 +(y-5)* =49

¢) 12z + 5y — 338 =10

a) C1(=2:3), r1 = 5, C2(2;3), r2 = 5, I (0;3 — V21) et I5(0; 3+ v/21)
b)3r—4y+43=0 ) 8(3;——1_.%) et aire : %‘;’—Q
d) C5(0;3+4v6)  e) I(—1;3+2V6)

a) 44,65°  b) (z—2)2 + (y —5)2 + (= — 6)2 = 36
p=—2__ Tk

c) y=3+4dk d) R(4;3;-2)

z =245k
a) 16,18° b) (z 4+ 8)% + (y + 14)? + (= — 15)% = 261

z=3+4"Tk
c){ y=3+Tk

z=13—k
d) Depuis le segment d'extrémités E(—3; —5; 14) et E5(7;13;12)
a) 2z —3y+62—18=0 b)5827° «¢) S;(—6;2;1)et S5(3;-3:2)

5. 18,85\ . _ 2/I87
d) f(ise. 18 §_)__,-_J7C

49 497 49

a)T:(x—4P+(y—-42+(-3)=49,c:0+y+z—4=0
b) N(2;5:2), py = 16 (\:}_M(G; 7;-3)
3. 73
d)L{‘i—l—h_g;‘l-}-Lﬂ:‘“ﬂaS‘f’TJ
a) B2 b)m:5¢ —dy+32+8=0
r=3+5A
c)d:q y=—3—4) d) (—2;1;2) e) 5v2

z=543A

f)2:(@-8)2+(y+3)*+(2—5)* =50 g) (8;—T:8) et (—2;1;2)
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B. Exercices de type maturité

10.

L %

12

-

13.

16.
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a) Th(—4;—3;1) et To(—2; —2;2), h: 22—y +22—13=0
r=—k

Bo:12—-2=0,4 y=—-9+2k, p =48,19°
z=2

S(—3; Ej -;) et r = T}(_

b) (2+2)%+ (y -7+ (2+1)° =9 et (z+2)* +(y+2)*+ (2+1)2 =9
¢) m=—6

a) 3z —y+52=6 b) C(2; —5;—1), aire = 12+/35
c) volume = 202, H(44; 45, _2T) 94 33°
== 0
d) { y=19—-19¢
z2=5-—"5¢
a) P(19;19;15), Qe n b) 35,3° ¢) 160 —y—112—-120=0
a2 gt 1
d){ y=—5+4¢
z=—0+4
e) rectangle, pas isocéle donc pas équilatéral, aire = 54/5 f) b4
g) Q(7;—8;0), r = /126, le plan coupe la sphére
a)dx+3y—2:—11=0 b) non, I(—5;0;—18) c) 76

d) (z—17) +(y =122 + (2 + 2)% = 342

.a)2x—6y—92—-1=0 b) 80,76°

Q) (@=T)2 +(y—1)2 + (2 +4) = 189
r=5-—"T5k

d) (5;0:1), y=—4k ,19,31° e) 5,54 £ 77
z=1- 14k

. b) I(0; —2; 3) c)m 2242+ 24+1=0

d) T (x—-12+(y—2P2+(z2—-2)?%*=9 e) T'(—1;0:1)

x
fym:—2+2y—22+1=0 gid:q y=—3243k

a}v;% b) (z—12+(y—-12+22=1
=1+t
¢) { y=1—5t et 2427

2= —t

oo

e) 2% + (y —4)? + (2 +6)? =11, Q(-1;7;-7)

Réponses
d) centre (3;3;2) rayon = 38
(z—1)2+(y—1)*+22=18
cercle {L Fg ARt
T = 5t
17.a)5r—3y—42+7=0 b) 11,98° Al y= I+3t
2= 4t
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Index

abscisse, 23, 24
addition vectorielle, 13
aire
d’un polygone, 178
du parallélogramme, 177
du triangle, 178
angle
d’une droite et d’un plan, 151
de deux droites, 86, 150
de deux plans, 151
de deux vecteurs, 50, 54, 177
axe radical, 122
axes, 24

base, 18, 19

orthonormeée, 50

orthonormée directe, 173
bipeints, 8

équipollents, 9
bissectrice de deux droites, 89

centre de gravité, 25

cercle, 117, 202

coefficient directeur d'une droite,
83

combinaison linéaire, 15

composantes, 18, 19

coordonnées, 23

cote, 24

cylindre, 179

déterminant, 21, 144, 178, 180

dimension, 15, 19
direction. 9, 11

234

distance

d’un point
a4 un plan, 146, 182
a une droite, 88, 178

de deux droites gauches, 184
entre deux points, 52

droite
équation explicite, 78
équation implicite, 78
équation vectorielle, 77, 138
équations cartésiennes, 78, 138
équations paramétriques, 138
coefficient directeur, 83
horizontale, 81
paralléle & un axe, 81
paralléle & un plan, 147
perpendiculaire, 148
représentation paramétrique,

77,138

sécante & un plan, 148
vecteur directeur, 79, 137
verticale, 81

droites
confondues, 85, 140
coplanaires, 140
gauches, 140, 184, 211
orthogonales, 142
paralléles, 85, 140, 211
perpendiculaires, 83, 142
sécantes, 85,140, 211

équation
cartésienne d'un plan, 143

de la droite
dans l'espace, 137
dans le plan, 75
horizontale, 81
verticale, 81
de la sphére, 199
des bissectrices, 89
des plans bissecteurs, 183
du cercle, 117
du cylindre de révolution, 179
explicite, 78, 82
implicite, 78, 80
vectorielle
d’'un plan, 143
d’'une droite, 77, 138
équations
cartésiennes d'une droite de
I'espace, 138
parametriques
d'un plan, 143
d’une droite, 78, 138
équipollence, 9, 11
espace vectoriel, 15

indépendance linéaire, 17

milieu d'un segment, 25

multiplication d’un vecteur par
un réel, 14

mur, 209

norme, 10, 49, 50

opposé d'un vecteur, 13
ordonnée, 23, 24
origine, 23

paroi, 209

pente, 82, 83

plan
équation cartésienne, 143
équation vectorielle, 143

Index

équations paramétriques, 143
tangent 4 une sphére, 203
de référence, 24
perpendiculaire & une droite,
148
représentation paramétrique,
143
plans
hissecteurs, 183
paralléles, 148, 212
perpendiculaires, 151
sécants, 148, 212
point visible, 210
positions relatives
d'un plan et d'une spheére,
201
d'une droite
et d’'un cercle, 118
et d'un plan, 147
et d’une sphére, 200
de deux cercles, 120
de deux droites, 85, 140, 211
de deux plans, 148, 212
de deux sphéres, 202
produit
d’un vecteur par un nombre,
14
mixte, 180
scalaire, 53, 180
vectoriel, 176, 180
produit scalaire
expression trigonométrique,
54
projection
d’un point, 210
d’une droite, 210
orthogonale, 55, 88
propriétés
de la norme, 49
de l'addition vectorielle, 13
de la multiplication d’un vec-
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Index

teur par un réel. 15
du produit mixte, 181
du produit scalaire, 53
du produit vectoriel, 177
pseudo-déterminant, 176

régle

de Sarrus, 22

du tire-bouchon, 177
relation de Chasles, 13
repére

de l'espace, 23

du plan, 23

orthonormeé, 50

direct, 173

représentant d’un vecteur, 10
représentation paramétrigque

d’un plan, 143

d'une droite, 77, 138

sens, 9, 11, 177

sol, 209

sphére
équation, 199
plan tangent, 203

tangente
a un cercle, 122

par un point extérieur au cercle,

123
traces
d’un plan, 211
d'une droite, 210

vecteur, 10
directeur

d’une droite, 75, 76, 79. 137

normal, 145

4 un plan, 174

a une droite, 87
normal & une droite, 87
nul, 11

236

opposé, 13
unitaire, 49

vecteurs

colinéaires, 16, 22
coplanaires, 16, 22

directeurs d'un plan, 142
linéairement dépendants, 17
linéairement indépendants, 17
orthogonaux, 50, 53, 175, 177

volume du parallélépipéde, 181



