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Avant-propos

Le paradoxe du mouvement

Un personne qui veut aller vers un mur, ne pourra jamais parcourir la distance qui la sépare du
mur. Parce que d’abord elle doit atteindre la moitié de la distance qui la sépare de ce mur. Mais
avant d’atteindre le milieu de cette distance qui la sépare au mur, elle doit d’abord parcourir la
moitié¢ de celle-ci. Mais avant, la moitié¢ de la moitié de celle-ci... Et ceci éternellement jusqu’a
I'infini... D’un point de vue purement théorique, une personne ne peut pas parcourir une certaine
distance. Elle est condamnée a rester immobile, parce qu’elle doit toujours parcourir la moitié
de la moitié de la moitié de la distance qui la sépare de sa destination. Cela pourrait laisser
sous-entendre qu’au bout du compte le mouvement physique est impossible et n’existe pas et
que le mouvement n’est qu’une illusion. Mais on se rend bien compte que dans la réalité ce
n’est pas comme cela... il est possible de se déplacer d'un point a un autre.

Subtilités mathématiques pour résoudre ce paradozxe

L‘erreur mathématique dans le raisonnement introduit dans ce paradoze consiste a affirmer
que la somme d’une infinité d’événements de plus en plus brefs tend vers l'infini. C’est James
Gregory (1638-1675), un mathématicien écossais du XII¢ siécle qui a démontré qu’une somme
infinie de nombre peut avoir un résultat fini. On imagine bien que la moitié de la distance plus
la moitié de la moitié de la distance plus la moitié de la moitié de la moitié de la distance...
aboutit a une distance et un temps finis.

On peut donc parcourir un nombre infini de moitiés en un temps fini.

DESSIN CI-CONTRE DE PHILIPPE GELUCK

6eme édition, La Tour-de-Peilz, juillet 2021




Chapitre 1

Généralités sur les fonctions

1.1 Fonctions réelles d’une variable réelle

Une fonction réelle d’une variable réelle est donnée par
e Un ensemble de départ A C R
e Un ensemble d’arrivée B C R

o Une relation faisant correspondre a chacun des éléments de A un et un seul élément
de B.

L’unique correspondant de x = a par f est noté f(a) et est appelé 'image de a par f

On note la fonction f comme suit :

B

f A —
z — f(z)

Exemple 1.1.

On achete des carottes a 2.8 francs le kilogramme. Donner la fonction f qui associe a la quantité
(en kg) de carottes achetées son prix (en francs).

Exemple 1.2.

1
Déterminer deux sous-ensembles A et B de R tels que f: A — B, f(x) = — est une fonction
x

réelle.

6 Gymnase de Burier
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Ensemble de définition

Soit f une fonction réelle donnée par son expression algébrique f(z).
Rappelons qu'un nombre réel x = a est une indéfinition de f si f(a) n’existe pas.

Ensemble de définition de f :

ED(f)={x e R |f(x) € R} = R\ { indéfinitions }

On note alors

f : ED(f) — R ou fle)="------ avec ED(f)="-----
r— flz)

Plus simplement, une fonction réelle d'une variable réelle sera appelée une fonction.

Exemple 1.3.
Compléter
1) f — R
x — 2 —1
Déterminer I'image de x = 0 par f, de z = a par f.

f — R
2) v — 2
x?—1
Déterminer 'image de x = —2 par f, I'image de x = 0 par f.

8 Gymnase de Burier
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Remarque 1.1.

Les principales fonctions étudiées dans le cadre du cours de deuxiéme année sont les fonctions
polynomiales, rationnelles, irrationnelles et trigonométriques.

Exemple 1.4.

Préciser le type des fonctions suivantes et donner leur ensemble de définition.
a) f(z) =23 — 42 + 62 — 24

f) f(z) = sin(z)

10 Gymnase de Burier



CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES FONCTIONS

Gymnase de Burier

11



Mathématiques 2°™° année MS

1.2 Graphe d’une fonction

Le graphe d’une fonction f est ’ensemble des couples (z; f(z)) ou x € ED(f).
o En général, on représente le graphe d’une fonction dans un systeme d’axes Ouxy.

o La représentation graphique de f est appelée courbe représentative de f ou plus
simplement graphe de f.

 Les points du graphe de f sont les solutions de ’équation y = f(x), appelée équation
cartésienne du graphe de f.

e Une courbe donnée par son équation cartésienne en z et y peut représenter le graphe
d’une fonction, mais ce n’est pas toujours le cas!

Exemple 1.5.

1
a) Soit la fonction f définie par f(z) = — Donner son ensemble de définition et représenter
x J—

son graphe. Pour quelle valeur de a le point (a;2) appartient-il au graphe de f 7

b) La courbe d’équation 3z — 4y — 6 = 0 est-elle le graphe d’une fonction ?

c¢) La courbe d’équation y* = x + 2 est-elle le graphe d’une fonction ?

12 Gymnase de Burier
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Graphes de quelques fonctions d’usage courant

Ce sont les fonctions :

constante
identité

affine

valeur absolue

quadratique

Exemple 1.6.

cubique e sinus
racine carrée e cosinus
mverse o tangente
cubique

puissance

Nommer les fonctions d’usage courant dont les graphes sont donnés ci-dessous.

14
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1.3 Caractéristiques d’une fonction

1.3.1 Zéro et pole d’une fonction

« Un nombre réel a € ED(f) est un zéro de f si f(a) = 0.

o Une indéfinition b ¢ ED(f) est un pdle de f s'il existe un intervalle ouvert |¢; d[ contenant
b avec f définie sur |c; b[ ou sur |b; d[ ou sur les deux intervalles.

Remarque 1.2.

a) Les zéros de f sont les solutions de I’équation f(x) = 0. Graphiquement, les zéros de f sont
les abscisses des points ou le graphe de f coupe 'axe Ox.

b) Un pole est une indéfinition qui est au « milieu » ou au « bord » de ’ensemble de définition.

Par exemple, pour la fonction f définie par f(z) = , les nombres réels r; = 2 et
V2—x

To = 4 sont des indéfinitions de f, mais seul z; = 2 est un pole.

1.3.2 Signe d’une fonction

L’axe Ox partage le plan en deux demi-plans. L’étude du signe de la fonction f permet de
connaitre les parties de ED(f) pour lesquelles le graphe de f se situe au-dessus ou au-dessous
de 'axe Oz.

Exemple 1.7.

a) Déterminer ED(f), les zéros, les poles et le signe de f donnée par f(z) = 22? — 3z — 2.

16 Gymnase de Burier
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x?—4

r+3

b) Déterminer ED(f), les zéros, les poles et le signe de f donnée par f(z) =

c) Déterminer ED(f), les zéros, les poles et le signe des fonctions f et g données par :

() = V5T et gle) =

8
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1.4 Croissance et décroissance d’une fonction

Soit f une fonction réelle définie sur un intervalle I =|a; b].

La fonction f est croissante (strictement crois-
sante) sur [ si pour tout zy,xy € I :

o1 <wy = f(x1) < f(xa) (vesp f(a1) < f(22))

Le graphe d’une fonction croissante sur I =la;b| 1S
« monte » lorsqu’on le parcourt I de gauche a droite.
On note

z a b

Y

f@ | — I

La fonction f est décroissante (strictement dé-
croissante) sur [ si pour tout zy,x9 € I : \ ............... 1y

zy < a9 => f(21) = f(22) (resp f(z1) > f(x2))

Le graphe d’une fonction décroissante sur I =la;b|
« descend » lorsqu’on parcourt I de gauche a droite. E
On note - _a A

\ Y2

\J

X

a b

()

T~

{['1'

X2

1.5 Extremums d’une fonction

Intuitivement, un extremum est un point du graphe de f situé « au-dessus de tous ses voisins »
(pour un maximum), ou « au-dessous de tous ses voisins » (pour un minimum).

Soit f une fonction et ED(f) son ensemble de définition.
f admet un maximum en ¢ € ED(f), s'il existe un intervalle ouvert I contenant ¢, tel que
f(z) < f(c) pour tout x € I N ED(f).

f admet un minimum en ¢ € ED(f), s'il existe un intervalle ouvert I contenant ¢, tel que
f(z) > f(c) pour tout x € I N ED(f).

Un extremum désigne soit un maximum soit un minimum.

Remarque 1.3.

a) On parle indistinctement d’extremum en ¢ ou d’extremum de coordonnées (c; f(c)) du
graphe de f.

b) Un extremum est absolu si en ce point la fonction prend sa plus grande (ou sa plus petite)
valeur sur tout son ensemble de définition. Sinon I'extremum est dit local.

20 Gymnase de Burier
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c) La recherche des extremums d’'une fonction débouche fréquemment sur des calculs compli-
qués, méme pour des fonctions qui s’expriment simplement. La théorie sur les dérivées nous

fournira une méthode tres pratique pour résoudre ce type de probléme.

Exemple 1.8.

a) En consultant le graphe des fonctions suivantes, établir leur tableau de croissance. Les
extremums sont-ils absolus ?

1)

6‘

2)

b) Etudier la croissance de la fonction f définie par f(z)

L’extremum est-il absolu ?

—x? — 4z + 5.

\]

22
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1.6 Opérations sur les fonctions

On considere f et g deux fonctions avec A = ED(f) et B = ED(g).
1) La somme de f et g est la fonction f + g définie par

(f +9)(x) = f(x) + g(z) avec ED(f +9) = ANB
2) La différence de f et g est la fonction f — g définie par
(f = 9)(z) = f(z) — g(x) avec ED(f —g) = ANB
3) Le produit de f par un nombre réel ¢ est la fonction c - f définie par
(c- f)(z)=c- f(x) avec ED(c- f) = A
4) Le produit de f et g est la fonction f - g définie par

(f-9)(x) = f(x) - g(x) avec ED(f - g)=ANB

5) Le quotient de f et g est la fonction f définie par
g

f) f(z) (f)
“)(x)=—=avec ED({=)=ANn{zxe B|g(x)#0
(5)@ =25 ; (e € Bgx)#0)
Exemple 1.9.
Compléter :
f — R g — R
1 T
x — = x —
x r—3
f+g — R f—g : — R
x — x —
5-f — R f-g — R
x — x —
/ — R
g
x —

24 Gymnase de Burier
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1.7 Composée de fonctions

Une fonction peut-étre comparée a une machine.

Par exemple

» La fonction f donnée par f(z) = bz peut étre vue comme une machine qui multiplie par 5
I’élément qui est entré dans la machine.

o La fonction g donnée par g(z) = x> — 9, peut étre vue comme une machine qui met au carré
I’élément qui est entré dans la machine, puis 6te la valeur 9 au résultat.

Il est possible de mettre ces deux machines 1'une apres 'autre :
e si 'on met d’abord la machine f puis la machine g, x SEANG 7PN (bx)? —9 = 252% — 9
« si I'on met d’abord la machine g puis la machine f, z % 2% — 9 —L5 5(22 — 9) = 522 — 45

Cette opération se nomme la composée de fonctions.

On considere f et g deux fonctions avec A = ED(f) et B = ED(g).

La composée de f et g, prise dans cet ordre (autrement dit on applique d’abord la fonction f
puis la fonction g), est la fonction g o f définie par

(90 f)(x) = g(f(x)) avec ED(go f) = {z € A| f(x) € B}

26 Gymnase de Burier
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Remarque 1.4.

a) Dans la notation g o f, la premiere fonction qui agit est écrite a droite. Il s’agit en fait
d’une convention en harmonie avec la définition de g o f, puisque (go f)(z) = g(f(x)) On
cherche en effet d’abord I'image de z par f, puis I'image de cette image par g.

b) go f et fogsont en général des fonctions différentes.

Exemple 1.10.
f:R-{1} — R et g : R—{2} — R
1 z+1
r—1 T — 2

x —

Déterminer go f et fog.

28 Gymnase de Burier
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1.8 Fonctions réciproques

Une fonction réelle f : A — B est dite bijective s’il existe une fonction g : B — A telle que

(go f)(x) =x pour tout x € A et (f og)(y) =y pour tout y € B.

La fonction g est appelée la réciproque de f.

Exemple 1.11.

Pour les fonctions f suivantes, déterminer deux ensembles A et B tels que f : A — B soit

bijective et déterminer la fonction réciproque g : B — A.

2 fla)=—
b) f(@) = a°

o) f(z) = —a?
Q) flr)= """

Gymnase de Burier
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1.

1.1

|~

9 Exercices

Pour les fonctions suivantes
1) Donner 'ensemble de définition.
2) Donner une équation cartésienne du graphe.

3) Esquisser le graphe des fonctions proposées.

a) flz) =2 c) f(z)
d) f(z) =2"—22+3

T2

Jz

—22+x+15

e) f(z)
f) f(z)

Pour les courbes géométriques suivantes

1) Donner, lorsque c’est possible, I'expression f(x) de la fonction associée.

2) Esquisser les courbes géométriques proposées aux questions b), c¢), e) et f).

a) 3xr —2y =26 c) z=y? e) y=9—z*
1
b) y = 2? d)x:ﬁ f) z=y?>+5
13
Donner ED(f) puis étudier le signe des fonctions suivantes.
_a. +1
a) f(x)=3x—4 f) flz) = 3;;4- -
20 + 1
b) f(z) = B ~1
z—3 &) f(x)_a:3+3x2+4x+12
B 1 . _ (x+4)?
24 42)(3z -1
Q) fa)=z+5-" ) 7y = ELDEE D
14
Donner ED(f) puis étudier le signe des fonctions suivantes :
a) f(z) = —V=x f) f(2) = /(z = Dz +2)(z - 5)
drvVx + 2
b) f@) = =7 8) Ja)= Y
c) f(z) =+V1—a?
b) ()= /2

) f
d) f(x)=vV1I—x++x—2
) Fe) = vE—TVaT2/7 5

e

32
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1) Etablir le tableau de croissance de
la fonction f représentée ci-contre par
son graphe. Donner les coordonnées des
extremums éventuels (les coordonnées
sont entieéres).

2) Etablir le tableau de croissance de
la fonction g représentée ci-contre par
son graphe. Donner les coordonnées des
extremums éventuels (les coordonnées
sont entieéres).

1.6

1) f(z) =2 +22—24

2) f(z) =22%+ 10z — 48

\

y = g(x)8 |

Donner I'ensemble de définition, le signe et le tableau de croissance des fonctions suivantes.

3) f(z)=—-22>—xz+15

Y f0) = o

Gymnase de Burier
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1.7

-8

Un maraicher doit décider du nombre = de pommiers a planter sur une parcelle donnée. Des
études ont montré que si 'on plante x pommiers sur la parcelle, chaque pommier produit
N(z) = 888 — 12z pommes (pour z > 20).

1) Si x = 30, déterminer le nombre total 7" de pommes produites par tous les pommiers de
la parcelle.

2) Soit T' le nombre total de pommes produites par tous les pommiers de la parcelle. Ex-
primer T en fonction de x .

3) Le maraicher souhaite que le nombre total de pommes produites par tous les pommiers
de la parcelle soit maximal. Combien de pommiers doit-il planter et quel est le maximum
de pommes produites par tous les pommiers de la parcelle ? Justifier a ’aide d’un tableau
de croissance.

Un quincaillier a 300 tondeuses a gazon a vendre pour la saison. Il sait qu’au prix de 400
francs, il les vendra toutes. Il suppose que pour chaque augmentation de 10 francs du prix,
il perdra 4 ventes.

1) Déterminer le nombre N de tondeuses a gazon vendues en fonction du prix p de vente.

2) Quel prix devrait-il vendre ses tondeuses a gazon s’il souhaite avoir un revenu maximal ?
Quels sont alors le revenu maximal et le nombre de tondeuses non vendues. Justifier a
I’aide d’un tableau de croissance.

|

.g
On donne
f+ R — R et g : R — R
r — 2—2x r — 6—x—22

Définir avec la méme présentation les fonctions :

bt

a) f+yg c) f-g e) - g) fof i) goyg
g
QL
b) f—3g g f) fog h) go f
10
On donne
f:R*—)Ii& et g : R—{-1} — R
x
t —
r - x r 1
Définir avec la méme présentation les fonctions :
a) fog b) fof c) gog d) gof

34
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1.11

Ecrire les fonctions suivantes comme composée de plusieurs autres fonctions.

a) f(x) = V2" + 3z 1

(z —3)*
b) f(z) = (2* = 22% +5)° f) f(z) = Vr+4-2
C Vr+4+2

g) flz) =4+ Va?+1

e) f(x) =

¢) f(z)=vaz?—-16

1.12

Pour les fonctions f suivantes, déterminer deux ensembles A et B tels que f: A — B soit
bijective et déterminer la fonction réciproque g : B — A.

2) f(z) = 30 d) f(2) = ——
b) f(x)=3—2x o) f(x)_;liig
¢) flz)=~ f) f(z)=a®

1.13

Etudier la position relative des courbes représentant les graphes des fonctions f et g définies
par :

a) f(z)=4(z*—2—-2) et g(x)=3x(r—2)
b) f(z)=5z>+2x+3 et g(z)=42>+6z—1
c) fl(x)=2>+2x—8 et g(z)=322+Tz

22% — 322 — x4+ 6
d) f(z) = o et g(x)=2x-3

1.14

M. Picsou achete une action a la bourse au prix de 1000 fr. Le contexte économique fait
en sorte que la valeur de cette action augmente régulierement de 20 fr par jour pendant 30
jours, reste stable pendant les 10 jours suivants, puis diminue de 10 % par jour pour tous les

jours qui suivent. Trouver une fonction f qui exprime la valeur de cette action en fonction
du nombre n de jours écoulés depuis ’achat.

Gymnase de Burier 35
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1.15

« k(z) =—f(z)

« lz)=—f(z) -1
(x)=—=f(r+2)+3
e n(z)=f(x—2)+3

3

Le dessin ci-dessous donne (en gras) la courbe représentant le graphe d’une fonction f.
Retrouver sur ce méme dessin les graphes des fonctions données par :

\J

36
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1.10 Reéponses

1.1

R, y=2>—22+3

¢) ED(f) =R, y=Va?

d) ED(f)

a) ED(f) =R, y=2

b) ED(f) =R, y = —2z +8

VT

f) ED(f) =Ry, y

¢) ED(f)=R, y=—a2*+z+15

15

—10

37
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1.2
W ) =202 s o ¢) f(x)=9—a?
z+1
b) flz) =a? Q) fle) == p -
A
10
TS
CR
b ,’ ‘\
/) 1
l' 6 “
] 1
! 4 C
] 1 -
1 \ __————
I \ __—’—
,, 2 - “‘,— f
€y “ Pie
8 -6 a0 -2 2 “4 36 8 10 12 4
1 ~o
: =21 ) ..-~~-
1 1 -~~-~-
] | ==
1 —4 1
! 1
1.3
a) ED(f) =R
4
T =
3
3z — 4 0 +
b) ED(f) =R — {3}
1
T — 3
2
2 1
LT + 0 +
z—3
¢) ED(f) =R
T —4 -3
22+ Te + 12 + 0 — 0 +
38
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d) ED(f) =R —{-5 -3}

T -5 -3
L + — +
22 4+ 8x + 15
¢) ED(f) = R*
T —6 0 1

6

rT+5—— — 0 + - 0 +
T

f) ED(f) =R —{-3}

z+1
22+ 3x

g) ED(f) =R —{-3}

—1
23+ 322 + 4x + 12

h) ED(f) =R
x -2 0 2
3 — 4dx - 0 + 0 — 0 +
i) ED(/) =R - {5}
x —4 )
Ei - gz - 0 + +
) BD(f) =R~ {~2:3)
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- 4 1
3
(22 +42)(3x — 1) _ 0 n n
1522+ —2
1.4
a) ED(f)=R_
Y _

b) ED(f) = [-2; +oo[—-{T}

T —2

) ED(f) = [-1;1]

T

Vo —1yx +2/x -5

f) ED(f) = [=2;1] U [5; +-00]

T

V@ —1)(z +2)(x —5)

g) ED(f) =|4; +oo]

40
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h) ED(f) =] — o0; =3]U]4; +o0]
x -3 4
r+3
po— + +
1.5
x —00 -3 1 +oo
Max
f@ |~ T
1) Min Max : (—3;14); min : (1; —2).
z —00 —2 0 +00
Max Max
f(x) - ~ N
2) Min Max : (—2;2), (4;13); min : (0;0).
1.6
1) ED(f)=R
x —00 —6 4 +oo
f(x) + 0 — 0 +
z —00 -1 +00
T
f) Min Min : (—1; —25).
2) ED(f)=R
T —00 -8 3 +00
f(x) + 0 - 0 +
x —00 —2.5 +0oo
\ . /
f) Min Min : (—2.5; —60.5).
3) ED(f) =R

Gymnase de Burier
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x —00 -3 2.5 +00
f(x) -0 + 0 -
x —00 —0.25 +00
f(x) Max
— — Max : (—0.25; 15.125).
4) ED(f) =R
T —00 +00
f(z) +
x —00 0 +00
/() Max
— - Max : (0;4).
1.7

1) 15’840; 2) T'(x) = —1222 + 888x; 3) 37 pommiers ; nombre maximal : 16’428 pommes.

1.8
1) N(p) = —0.4p+460; 2) 575 francs; revenu max : 132’250 francs; 70 tondeuses non vendues.

1.9
a) f+g : R — R
x — —x?—3x+8
b) f—3¢ : R — R
xr — 3x*+x—16
c) frg: R — R
r — 223 — 14x + 12
d) / R—-{-32} — R
I R 2—2x
v 6 —x — x2
5
e) — : R—{-3;2} — R
g
— >
x —_—
6 —x — x2
fy fog : R — R

r — 222 4+2x—10
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r +— 4dx—2
h) gof R — R
r — —42% 4+ 10z
j) gog R — R
r — —zt— 2234+ 1222 + 132 — 36
1.10
a) fog R*—{-1} — R
r+1
x —
x
b) fof : R — R
r —
1
c) gog R-—{-1,—2} — R
2
x
X 7 x+1 = r
z+1
d) gof R*—{-1} — X R
X 7 15 — 1
Z 41 1+x
x
1.11 Par exemple...
a) g(r) =243z, h(z)=¥r et f=hog
b) g(x) =a* — 22> +5 h(z) =2 et f=hog
c) glz) =2*>—16, h(z) = Yr et f=hog
1
d) g(x) =a* + 3z =5 h(z) =27, j(z) = — et f=johog
1
e) g(z) =z —3, hz) =2, j(x)=— et f=johog
‘ xr —2 ‘
f) g(z) =z +4, hz) =V, j(z) = et f=johoy
T+ 2
8) 9() =22+ 1, h(z) = VE, jr) =d+2 ot f=johog
h) gla) = V7, h(x) = = et [=hog

Gymnase de Burier
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1.12

a)A:B:R,g(:c)zg d)AZBZR—{l},g(fﬂ)zxf1
b>A:B:R,g(;¢):3;x e)A:R—{l},B:R—{2}g(9€):i:;i
c)A:BzR*,g(x):é f) A=B =R, g(z) =z

1.13

a) f et g se coupent en I(—4;72) et J(2;0).
Entre ces points, ¢ est au-dessus de f, sinon ¢ est au-dessous de f.

b) f et g se coupent en I(2;27) et f est au-dessus de g.
c) f et g ne se coupent pas. g est toujours au-dessus de f.

d) f et g se coupent en I(—3;—9).
Sur | — o0; =3] U] — 1; 1] ¢ est au-dessus de f.
Sur [—3; —1[ U |1; +00[ g est au-dessous de f.

1.14
Pour n € N,
1000 + 20n  si n < 30
f(n) = 1600 si 31 <n <40
1600(0.9)" %0 i n > 41
1.15
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Chapitre 2

Limites finies et infinies

La notion de limite est particulierement utile pour étudier le comportement d’une fonction au
voisisinage d’un pole.

2.1 Notion intuitive de limite finie

Exemple 2.1.
23 — 222

Soit la fonction f définie par f(x) = Y
x J—

et la représenter graphiquement.

. Déterminer son ensemble de définition, son signe

**********************************************************

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

77777777777777777777777777777777777777777777777777777777777

77777777777777777777777777777777777777777777777777777777777

P

77777777777777777777777777777777777777777777777777777777777

77777777777777777777777777777777777777777777777777777777777
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2.2 Limite finie

lign f(x) = L signifie que la suite de points (z; f(z)) du graphe représentant la fonction f
x a

s’approchent indéfiniment du point (a; L) lorsque x se rapproche indéfiniment de a (sans prendre
la valeur a). Les mots « proche » et « s’approcher de » sont employés ici dans un sens tres
intuitif!

Y

T1—>

Remarque 2.1.

lim f(z) = L ne se calcule que si a est un pole de f ousia € I C ED(f) ou I est un intervalle

ouvert.

Exemple 2.2.

Déterminer ’ensemble de définition des fonctions données graphiquement ci-dessous. Evaluer
graphiquement les limites demandées.

Jim, f(w) = Jim g(z) =
lim f(w) = lim g(x) =
lim f(x) = T;I;) (z) =
rz—1 r—3 g\r) =
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2.3 Limites a gauche et limites a droite

Nous allons devoir étudier le comportement de certaines fonctions au voisinage d’un point a
d’une manieére plus attentive, c’est-a-dire une fois a gauche de a, et une fois a droite de a. Le
résultat ne sera pas nécessairement le méme.

Exemple 2.3.

Représenter graphiquement ci-dessous la fonction f définie par

—2x six <2
flz) =142 six=2
0.5z +2 six>2

fffffffffffffffffff R T s T ERRERI SRR

Déduire du graphe les limites suivantes (si elles existent) :

Limite en =2 : lim f(z) =
T—2

Limite a gauche en x = 2 : xlgr>12 flx) =

<

Limite a droite en z = 2 : lim  f(z) =
x—>2

>
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2.4 Calculs de limites

2.4.1 Opérations sur les limites

1) La limite est unique : si lim f(x)=1Let lim f(x) =M, alors L = M.
2) La limite d’une somme est la somme des limites.
lim (f(2) +g(a)) = lim f(2)+ lim g(a) = L+ M
3) La limite d’un produit est le produit des limites
lim (f(2)-g(a)) = lim f(2)-lim g(x) = LM
lim (a- f(z))=a-lim f(z)=a-LsiaeR
4) La limite d'un quotient est le quotient des limites

_ f(x) Mm ofl@)
Mg " mgm a7

2.4.2 Calculs de limite en un point défini

e Soit f est une fonction polynomiale, rationnelle, irrationnelle, trigonométrique, logarith-
mique ou exponentielle et a € ED(f).
Si f définie dans un intervalle ouvert contenant a, alors :

lim f(z) = f(a)
Exemple 2.4.

Calculer les limites suivantes :
a) lim (32* — 2z +1) =

r—5

b) lim v6 —xz =
x—2
x? —3x
i =
UL R
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2.4.3 Calculs de la limite en un pole

Fonctions rationnelles

N(z)
D(x)

Soit f(z) = et a € R tel que D(a) = 0.

Premier cas : N(a) =0
0
On obtient dans ce cas une forme 0’ dite forme indéterminée.

Dans cette situation, N(z) et D(x) sont divisibles par  —a. On peut donc simplifier la fraction
par z — a.
Exemple 2.5.

Calculer les limites suivantes :

! :E+2_
a) fim, 5=

2 4r+4
b) lim S
T—2 xr — 2

oot =222+
¢) lim ———— =
z—1 3 —x

Deuxiéme cas : N(a) # 0

b
On obtient dans ce cas une forme 0 ou b # 0. On verra plus loin comment poursuivre le calcul

dans cette situation.
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Quotients de fonctions non polynomiales

On utilise la formule (A — B)(A + B) = A? — B? pour résoudre une forme indéterminée de la

forme 0 dans le cas d’un quotient de fonctions contenant une racine carrée.

Exemple 2.6.
Calculer la limite suivante :

. vVer—2-—-1
lim — =

x—3 r—3
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¢ ée MS

tiques 2°™¢ ann

Mathéma

tes infinies

111

2.5 L

ou b # 0.

b
0
+oo si f(x) est arbitrairement grand d

On va traiter la forme

()

r—a
et différent de a

On note lim

—oo si lim (—f(z)) = +oo.

Ona lim f(z) =
Exemple 2.7.
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2.5.1 Algebre de l’infini

Les propriétés énoncées dans le théoreme ne se généralisent pas sans autre aux limites infinies.
Certaines de ces propriétés restent tout de méme valables. Par exemple :

lim f(z)=cetlim g(x) =400, alors lim (f(x)+g(x)) = +0

r—a ( ) Tr—a )

limy /() = c et lim g(a) = —oc, alors im (f(x) + g(x)) = o0
limy /() = —o0 et Jimy (x) = oo, alors limy (f(x) + 9(x)) = —o0
lim f(z) =c>0et lim g(z) = +oo, alors lim (f(z) - g(x)) = +o0
lim f(z)=c<O0et lim g(x) = —o0, alors lim (f(x)-g(x)) =400
li () = 00 et Lim g() = —o0, alors lim (/(x) g(a)) = o0
. _ . _ - flx)

lim f(x)=rcet lim g(x) = +oo, alors lim 7@ - 0

lim f(z) =c <0 et lim g(x) =0_, alors lim % = +00

Remarque 2.2.

1) On abrege les propriétés précédentes en notant par exemple :

c
VeeR: c+ (+00)=+0c0 ou YeeRec<O0: O—:+oo
2) 1l existe des formes, dites indéterminées, pour lesquelles la conclusion n’est pas immédiate.

Voici les principales :
0 Fo0

0’ Too (+00) — (+00) et 0-+o00
Exemple 2.8.
Calculer les limites suivantes.

5
a) lim
m?)?) x—3

Remarque 2.3.
Lorsque lim f (x) et lim ~ f (x) sont infinies, on notera lim f (x) = oo si les limites a gauche
< >

et a droite ne sont pas demandées.
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2.6 Exercices
2.1

Déterminer a 'aide du graphique, lorsque c’est possible :

7) lim f(x)

z—0

1) limy (@ 3) liny 1(2) 5) limy 1(2)
2) liny 1(2) 0o 6) limy 1(2)
A
a) n / . d)
4 2 > A 6 4
A

P

\]

-2 2 4
-2 2 4 6
-2
—9
A
4 p
S
L4 O 2
Oty
c) 5 | f)
, : e —
4 -2 2 4
Ol
—4 -2 2 4 6 -2 Ol
-2

62
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A .
4 1 i 1
2 " . -
: , i 6
g) n ! )
) : . i
N ;
' —2
_4 | '
! \
1
1
1
4 1
1
: 1
1
2 1
h) : i)
£ : . T G v ;
i 3 " -2 2
1
1
9 | :
1 1
1
2.2
Représenter graphiquement la fonction f et calculer :
D I S(2) 2) lim (2 3) lim f(x) 1 (1)
-1 si z<1 ?+1 si <1
a) f(r) =
4—z si x>1 d) f(z)= 1 siox=1
r+1 si z>1
3r—1 si <1
b) f(z) =
3—x si x>1 -2 si oz <1
e T) = 2 si x=1
—r+1 si z<1 ) f(@)
r—2 si x>1
c) f(x)= 1 siox=1
r—1 st z>1
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2.3

s

s

Calculer les limites suivantes.
a) lim (2° —9) ot -1
v f) $li>n_11 z+1
. 2 2
b) xli>r1_13 (z*=9) o) lim x®—6x+9

¢) lim (1+z+22+23 249
)x_>_1( ) h) hmerx
-2 g2 —4
—1
d) lim :‘;—1 ; 241
T—
7 z——-1 x4+ 1
r?—1 (z —m)?
5 .
4
Calculer les limites suivantes.
. 22% —b5x — 3 e) lim x=5
) I s a1 25 2z — 1 — 3
2 _ — 2 Vi 6
b) lim V2 -+ V2 -z £) lim r+vx+
z—0 2 =2 x4+ +/2—x
. VT =2 . x—16
©) lm — 8) :}13116\/5_4
Vi ta -2 . 4—V16+h
d) lim h) lim —————
z—1 z—1 h—0 h
.5

si elles sont différentes.

1 1
a) lim f) lim
=3 3 —zx z—2 2 —1x
> <
. 1 . 20+ 7
b) }}L% (3 —x)? 8) $ll;r1_12 2+ —2
73 T
. :
o By b Ty
2 )
d) lim T Bt 4 -5z
03 BT+ 2 i) lim —j
.o —1 o 1
o)ty D limy (80474 255

2% + 3z
(x4+2)2 —(x—2)?

k) lim

z—0

x*— 16
3+ 8

r——2

) 472 — 8x + 3
llm S E——
=1 1623 — 8z + 2

2

m)

22+ 3z — 10

lim — o=
n) I s  6r 1 5

r—5

. %+ 3z — 10
llm ——m——
z—-5 3x2 4 162 + 5

0)

2
i) lim !

e=0 /22 +1 -1
1+vt—-2
t

i) fig

T —2
K) i
N e S

Calculer les limites suivantes. Si la limite est infinie, préciser les limites a gauche et a droite

, 23 =322 +4
k) lim
=2 g3 — 622 + 122 — 8
3 32242
1) hmw
z—5 12 —6x+5
i 23+ 2% — 5
m)rlgtl) xt — bad
1 — 2
n) limiaj
a—=1 g2 —2r +1
1 4
li —
0)112% (x—2 x2—4)
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2.7 Réponses

2.1
a) 3/-2/-/-/2/2/2/2 f) =1/-2/-/-1/1/0/ = /1
b) 2/2/2/4/1/1/1/1 g) —oo/ +oo/ = /= /=/0/—/=
c) 1/1/1/4/3/3/3/3 h) +oo/+ 00/ 4+ 00/ —/—/0/— /0
d) =13/ =/ -1/=-2/=-2/ -2/ -2 -1/ =-1-1=/=/1/=-/1
e) 1/0/ = /1/1/0/ = /1 ) 0/ =/—=/0/1/1/1/=
2.2
a) 0/3/-/3 c) 0/0/0/1 e) -1/-1/-1/2
b) 2/2/2/2 d) 2/2/2/1
2.3
a) 7 d) % g) 0 j) 0 m) —1
3 3
b) 0 9 0 h) 3 9 5 ") 16
c) 0 f) —2 i) 3 1) —g 0) %
24
7 1 5 :
a) T c) 2 f) 3 ) 2
3 32 )8 ) L
V2 Yert o V2
b) = e) 3 h) —2 k) —2v/3
2.5
a) —oo f) 400 k) —oo et +o0
b) +oo g) +oo 1) —oco et 400
C) +00 h) 50 m) +00
d) 0 ) 400 n) +o0o et —oo
e) % j) —oo et 400 0) i
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Chapitre 3

Limites a ’infini, asymptotes

3.1 Limites a ’infini

Soit f une fonction définie sur un intervalle du type [a; +00[, ot a € R.
. 1_1)1_{1 f(x) = L si f(z) est arbitrairement proche de L des que x est suffisamment grand

. lirll f(x) = 400 si f(x) est arbitrairement grand deés que x est suffisamment grand
T—>r+00

e lim f(z)=—ocosi lim —f(x)=+o0

T—r—+00 T—>+00
Soit f une fonction définie sur un intervalle du type | — oo; a, ot a € R.
s Am, S =l f)

Remarque 3.1.

1) Les propriétés énoncées dans le théoreme pour les limites finies peuvent étre étendues sans
autre aux limites a 'infini

2) Dans certains ouvrages, la notation co représente +oc.

Exemple 3.1.

Calculer (si elles existent) xl_l)ijoo f(zx) et :EEIPOO f(x)
22% + 3x

V0=
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b) f(z) =2® — 2 + 2x

Limites a I’infini de fonctions polynomiales et rationnelles

Soit p(r) = apz"™ + ap_12" 1 + -+ - 4+ a1x + ag un polynéme de degré n (a, # 0)
et q(x) = bpx™ + by 2™ + - -+ + bz + by un polyndme de degré m (b, # 0).

On a
Dt p@) = lim ()
0 sin<m
n G, .
2) lim L
z—Eoo ¢ ZL‘) z—roo bm$m bn
+oo sin>m
Exemple 3.2.
Calculer xEToo R et xl_l,IPoo 2 — 1

68

Gymnase de Burier



CHAPITRE 3. LIMITES A L’INFINI, ASYMPTOTES

Gymnase de Burier

69



Mathématiques 2°™° année MS

3.2 Asymptotes

Soit f: ED(f) — R une fonction réelle.

La droite verticale d’équation x = a est asymptote
verticale (AV) du graphe de la fonction f si la limite
en r = a de la fonction f est infinie.

e z=aest AVde fsilim f(z) =00

T—ra

La droite d’équation y = b est asymptote horizon-
tale (AH) du graphe de la fonction f si le graphe de
f se rapproche « indéfiniment » de la droite d’autant
plus que x se rapproche de +o00 ou de —oo.

e y="best AH en +o0o de f si 1_1)51_1 f(z)=0.
e y=best AHen —oco de fsi lim f(z)=0.

T——00

La droite d’équation y =max + h est asymptote
oblique (AO) du graphe de la fonction f si le graphe
de f se rapproche « indéfiniment » de la droite d’au-
tant plus que x se rapproche de 400 ou de —oo.

ey = mx + h est AO de f en +oo de f si
lim [f(z) — (mz+ h)] =0.

T—+00
ey = mz + h est AO de f en —oco de f si
Tl [f(2) — (ma + b)] = 0.
La différence 6(x) = f(x) — (mx + h) tend vers 0
lorsque x tend vers 400 ou vers —oo

§) = £(@) = (ma + )

\]
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Exemple 3.3.
Soit la fonction f représentée ci-dessous avec ses asymptotes.

En utilisant le graphe de f, donner son ensemble de définition et ses zéros, établir son tableau
du signe, ainsi que ’équation de ses asymptotes.
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3.3 Recherche d’asymptotes

Exemple 3.4.

Déterminer 1’ensemble de définition des fonctions données ci-dessous. Calculer une équation de
leurs asymptotes éventuelles et les représenter graphiquement.

2 — 4z
9 — x2

a) f(z) =

[«
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_x3+3:c2—2

b) g() =

\]
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Asymptote oblique ou horizontale d’une fonction rationnelle

b(x)

S(x)

En divisant P(z) par S(z), on obtient un quotient Q(x) et un reste R(x) :
P(z) = Q(z) - S(x) + R(z) avec deg(R(z)) < deg(S(x)).

On a donc

Soit f une fonction rationnelle définie par f(z) = ou P(z) et S(x) sont des polynomes.

P(x x)-S(z)+ R(x R(x
e SiQ(x) =best un nombre réel, y = b est AH de f et f n’a pas d’AO
e SiQ(x) =maz + h est du premier degré, y = mx + h est AO de f et f n’a pas d’AH
e Si Q(z) est du deuxiéme degré ou plus, f n’a ni AH, ni AO.

Remarque 3.2.

Si y = mx + h est asymptote oblique d’'une fonction rationnelle en 400, sa pente m et son
ordonnée a l'origine h peuvent étre obtenues sans division euclidienne a l’aide des limites sui-
vantes :

m = lim @) et h= lim [f(x)— mx]

T—r+00 €T T—+00

De méme en —oo.
Exemple 3.4, suite

Déterminer a l'aide de limites une équation de ’asymptote oblique de la fonction g définie par
() 23+ 322 — 2
r) = —F5——.

9 x? —1
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3.4 Exercices
3.1

Calculer les limites suivantes ou expliquer pourquoi elles n’existent pas.

| e

, 3a® — a2 4+ 7 _ 202 —5x — 3
a) lim ———— f) lim —/——m
z—+oo 8 4+ 21 — 513 a——co 3x3+ Tr+9
) 2 =2 . x3 —3
%+ 2 . x
i A — h) 1 _
C) x1—1>I—Poo 22+ 3 ) x—1>I—Poo 322 —x +2
3 4 —1 — 72
d) lim Br+d)(z—1) i) lim i
z——o00 (20 +T)(z +2) z——oo I + 2
. 2 —a? N zt
e> x1—1>r—noo x2 — 39 J> lvgl}rloo 212 —5
.2

On verse de 'eau salée, concentrée a 10 grammes de sel par litre d’eau, dans une cuve qui
contient 200 litres d’eau pure.

a) Sil’eau salée s’écoule a la vitesse de 20 litres par minute dans la cuve, quel est le volume
d’eau v(t) (en litres) ainsi que la quantité de sel ¢(¢) (en grammes) apres ¢ minutes ?
b) Quelle est la concentration ¢(t) en sel (en grammes par litre) apres ¢ minutes ?

¢) Que devient cette concentration apres une longue période de temps (¢t — +00) ?

3

On appelle fonction demande ou simplement demande la quantité d’un bien que les consom-
mateurs sont disposés a acheter en fonction du prix de ce bien. Un manufacturier de lampes
a observé que la demande pour son modele spécial de lampe de bureau obéit a la fonction

52+ 600
B X

d(x)

ou z est le prix de vente de ses lampes.

Que devient cette demande si on fixe un prix de vente extrémement bas (z = 0 )7 un prix

de vente extrémement élevé (z — 400 )?

| e

A4

Déterminer I'ensemble de définition et une équation des asymptotes verticales et horizon-
tales éventuelles des fonctions suivantes. S’il existe un trou de continuité en donner les
coordonnées.

2) () = 5 c) f(@z% ) £ = 5
b) flr) = 1oy B @)= = ) J@) =3
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3.5

| o

Déterminer I'ensemble de définition et une équation des asymptotes des fonctions suivantes.
S’il existe un trou de continuité en donner les coordonnées.

A fla)= 2 &) J@)=

b) fle) = 2 ) fla) = 22
) fa)= "2 ) fr) = T
6

Déterminer, suivant les valeurs de l'entier naturel n, toutes les asymptotes de la fonction f
définie par

a1

C22-9

()

| e

7

Trouver dans chacun des cas suivants une fonction rationnelle admettant pour seule(s)
asymptote(s) celle(s) qui est proposée(s). Donner la solution la plus simple pour ces fonc-
tions, c’est-a-dire celles pour lesquelles les degrés du numérateur et du dénominateur sont
les plus petits possibles. Exprimer les résultat sous la forme d’une seule fraction.

a) Une asymptote oblique d’équation y = 2z — 3
) Une asymptote horizontale d’équation y = 2
¢) Une asymptote verticale d’équation = = 4
)

Une asymptote horizontale d’équation y = 0 et des asymptotes verticales d’équations
r=1letxr=-2

e) Une asymptote verticale d’équation z = 2 et une asymptote oblique d’équation y =

| e

| e

3z — 1.
-8
Trouver une fonction rationnelle f dont le graphe passe par le point A(—5;20) et qui admet
pour asymptotes les droites d’équations v = =2, x =1l et y =3x — 7.
.g
Etudier la position relative de la courbe y = f(z) et de ses asymptotes, si f est donnée par :
2+ 1 2>+ 3z +5
a) f(l’)—xg+1 c) f(ﬂf)—m
b) f(z) 203 — 322 — 2 +6 q) f(z) r—4
x) = x)=——=o
x?—1 x2+5
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3.5 Réponses

3.1
a) 3 c) +oo e) —1 h) 0
D
f) 0 i) 400
3
b) —1 d) B g) —oo j) +oo
3.2
a) v(t) =200+ 20t et ¢(t) = 200t
10¢
b) c(t
=7
c¢) Elle s’approche de 10g/1.

3.3
Dans le premier cas, la demande devient infiniment grande.

Dans le deuxieme cas, elle s’approche de 5 lampes.

3.4

a) ED(f)=R—{-2;2},2=-22=2,y=0

b) ED(f) =R —-{-2;2},0=-2,2=2,y=0

¢) ED(f) =R,y =

d) ED(f) =R,y =

¢) ED(f) =R*—{=3,2},2=0,2 =2,y = 0; trou de continuité¢ en (—3; &)
f) R* — {5}, =5,y = —1; trou de continuité en (0; —3)

3.5

a) ED(f) —{2hx=2,y=2

b) ED(f) —{-22},r=-2,2=2,y=0

c) ED(f)=R*z=0,y==x

d) ED(f)=R—{-L;1},z=—-1,z=1,y=0

e) ED(f)=R—-{1},z=1,y=3zx -1

f) ED(f) =R —{-1;3},2 = -1,y = x4 1; trou de continuité en (3; 1)
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3.6
AV AH AO
n<2|rx=-3etx=3| y=0 | aucune
n = r=-3etx=3| y=1 | aucune
n=3|r=—-3etx=3|aucune | y==x
n>4|x=-3etx=23|aucune | aucune
3.7
Par exemple :
203 — 322 + 22 — 2 3 32— Tw + 3
a) f(z)= 2 c) fl&)=—— e) flo)=——"75—
222 — 5 x
= — d xTr) =
b) fl@) =37 ) 1@ = e+
3.8
323 — 42 — 13z + 770
fz) = >
>4+ —2
3.9

Si ¢ représente la courbe et d I'asymptote,
a) AO :y=ux; cet dse coupent en I(1;1). ¢ est au-dessus de d a gauche de I et au-dessous

sinon.

b) AO:y =2x—3; cet dse coupent en I(—3; —9). d est au-dessus de ¢ dans | —oo; —=3[U]—1; 1]
et d est au-dessous de ¢ dans | — 3; —1[U]1; 4-o0].

c) AH:y =1; cet dsecoupent en I(—2;1). c est au-dessous de d a gauche de I est au-dessus
sinon.

d) AH :y =0; cet d se coupent en I(4;0). ¢ est au-dessous de d a gauche de [ est au-dessus
sinon.
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Chapitre 4

4.1 Exemple d’introduction : vitesse instantanée

On observe la vitesse d’une balle tirée en l'air : la balle part a une tres grande vitesse, ensuite
elle ralentit (sa vitesse diminue) au fur et & mesure jusqu’a atteindre sa hauteur maximale (ol
sa vitesse est nulle). Ensuite, sa vitesse devient négative et augmente en valeur absolue tandis
qu’elle tombe ; finalement, c¢’est 'impact avec le sol.

Soit y = f(t) la hauteur (en metres) de la balle en fonction du temps t (en secondes; ¢t = 0 est
I'instant de départ de la balle).

Exemple 4.1.
Supposons que f(t) = —5t* + 30t (voir ci-dessous le graphe de f dans un repére Oty).
A
Y
50 1
0 | y=f(t)
La vitesse moyenne de la balle dans 'inter- 30 1
valle de temps [a, b] est donnée par
20
variation de la position  f(b) — f(a)
Umoy = .- = .
Y variation du temps b—a 10 1
t
0 1 2 3 4 5 6
~10

a) Calculer la vitesse moyenne de la balle dans les intervalles [0; 6], [0; 3], [0; 1], [0; 0.1] et [0; 0.01]

b) Calculer la vitesse instantanée de départ, soit la limite de la vitesse moyenne sur l'intervalle
[0; ] quand h tend vers 0.
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La vitesse instantanée de la balle au temps t = a est donnée par

fla+h) = f(a)

Vins (a) = flzg%

Exemple 4.1, suite

h

Rappelons que la position de la balle au temps ¢ est donnée par f(t) = —5t2 + 30t.
a) Calculer la vitesse instantanée au temps ¢t =1 :
vins(]-) -
b) Calculer la vitesse instantanée au temps ¢ :
vins(t) -
Remarque 4.1.
a) La vitesse moyenne sur [a : b] représente la
pente de la droite reliant les points (a; f(a))
50 1 .-
et (b; ().
Dans I'exemple 4.1, la vitesse moyenne sur 10 \ C.-
intervalle [1;4] est la pente mpc de la el
droite T'C' ou T'(1;25) et C'(4;40) sont les 30 | g y=[(@)
positions de la balle aux temps t = 1 et iy g
t = 4 respectivement. 00 bo°° T
Elle vaut mpc = % =5.
10 {4
b) La vitesse instantanée en t = a est la pente y ¢
m de la tangente a la courbe y = f(¢) en o ' ' .
T(a; f(a)) . 1 3 4 5 6
Dans 'exemple 4.1, la vitesse instantanée _10 |
en t = 1 est la pente de la tangente d en T'.
Elle vaut m = 20.
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4.2 Nombre dérivé d’une fonction en un point

Soit f une fonction définie dans un intervalle ouvert contenant une valeur a.

e« Nombre dérivé de la fonction f au point a :

L fath) — f(o)

h—0 h

si elle existe et est finie.

» Ce nombre dérivé est noté f’(a).

Remarque 4.2.

P(a+h; f(a+h))

a) S'il existe, le nombre dérivé f’(a) repré-
sente la pente de la tangente a la courbe
y = f(x) au point d’abscisse a, donc au
point T'(a; f(a)) .

b) En posant x = a + h, il est aussi possible
de calculer f’(a) de la maniére suivante : N T(a; f(a)) 4

o) i 160~ 5@ N

A — >
r—a T — a a

fla+h) = f(a)

Exemple 4.2.

a) Calculer f/(4) avec f définie par f(z) = 22
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4.3 Fonction dérivée

Soit f une fonction, ED(f) son ensemble de définition et I C ED(f).

Si le nombre dérivé de f existe pour tous les points z € I, on définit f’ la fonction dérivée
par
frr I — R
x — f'(2)
Exemple 4.3.

Donner I’ensemble de définition des fonctions ci-dessous, calculer leur fonction dérivée et donner
I’ensemble de définition de celle-ci.

a) f(x) =2

Remarque 4.3.

Pour une fonction f donnée par son expression algébrique f(x), on notera (f(x)) I'expression
algébrique de la fonction dérivée f’.

Par exemple, pour f définie par f(x) = 22, on a vu que la fonction dérivée f’ est donnée par
f'(x) = 2z. On notera (z%) = 2.
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4.4 Regles de dérivation

Dérivée d’une constante ou d’une puissance entiére positive de

(k) =0, keR| et [(@™) =maz™!, meN

Exemple 4.4.

Calculer

‘Dans les formules qui suivent, k est un nombre réel et u, v et w sont des fonctions de z.

Regle de la somme

La dérivée de la somme est égale a la somme des dérivées :

(utv) =u+v| et |(u+tv+w)=u+v+u

Reégle du produit par une constante

La dérivée du produit par une constante est égale au produit de la constante par la dérivée :

(ku) =ku', keR

Remarque 4.4.

ATTENTION! Ne pas confondre produit par une constante et somme d’une constante! Dans
le cas d’une somme, on a :

(k+u) =u, keR

Exemple 4.5.

Calculer

a) (P + a2 +x—5) =

92 Gymnase de Burier



CHAPITRE 4. DERIVEE

Gymnase de Burier

93



Mathématiques 2°™° année MS

b) (62° + 72® — 1) =

¢) (6y/x+Ta%) =

Regle du produit

ATTENTION! La dérivée d’un produit n’est pas égale au produit des dérivées!

Exemple 4.6. Calculer

a) (22 +1)(42® -3z +1)) =

b) (@ — 1)va) =

(u-v) =u - -v+u-
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Regle du quotient

ATTENTION! La dérivée d’un quotient n’est pas égale au quotient des dérivées!
Si v est tel que v(z) # 0, on a la regle

uw\' v v—u-v o 1\’ v
<—) = ————| et en particulier <—) =——

v v?

Exemple 4.7.

Calculer

0 (522) -

5 /
b _— =
) <x2—3x+6>

Dérivée d’une puissance a exposant entier
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Regle de la composition

La régle de la composition permet de dériver les fonctions qui sont des composées de fonctions
dont on connait les dérivées.

(f(u(2))) = f'(u(z)) -w'(x)] ouencore |(f(u)) =f"(u)

Cas particulier

Exemple 4.8.

Calculer les dérivées suivantes.

a) (20— 1)7) =

98 Gymnase de Burier



CHAPITRE 4. DERIVEE

Gymnase de Burier

99



Mathématiques 2°™° année MS

Dérivée d’une puissance a exposant rationnel

Exemple 4.9.

Calculer les dérivées suivantes.

2) (V) =

et
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4.5 Exercices

4.

ES

S

1
Calculer le nombre dérivé f'(a) lorsque f et a sont donnés par
1 2
— —9 b) f(x)=2"—2, a=-1
Q) fa) = s @
-2
Donner la dérivée de chacune des fonctions ci-dessous sous la forme d’une somme de termes
a) f(x) =218 g) flz) =219 +2257 — 52 +4
b) f(z)=z"+2° h) f(z)=(dz—11) (2% +z+7)
¢) flx)=423+222+Tx+5 i) f(z) = (5z+3) (2% +5)
1 3
Q) fr) = 5t + 4o ) f@) = (@®+72) (322 -2 —3)
e) fz) =3z -+ k) f(z) = (z+V5) (2" +2)
f) f(z)=62*—223+ 2> —92+5 ) flz)=B22+4)(2z—7)
.E
Donner la dérivée de chacune des fonctions ci-dessous sous la forme d’une somme de termes.
2 o 2 +3
a) fla) = 5+ 5 +41 ¢) flo) =5 —=
16 T+ 3
b = 2_ —
6 322+6
Tx+1 1
d = h —
) @) =573 )@ = s e
4

ES

Donner la dérivée des fonctions suivantes sous la forme d’un produit de facteurs de degré 1
ou2:

a) f(z) = (2> +5z46)" e) f(z)=(=222+5)°Ba2+7)
b) flz)=(5a® -8z +1) 263
3 ) ()= ==
Q) fa) = LI Gt
2z +7)° 3
. ; 8 fa) = =
d) f(2) = (422 +5)" (622 ~ 5) 22+ 7)
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4.5

S

Calculer la dérivée des fonctions suivantes:

a) f(z) =z o) f(2) =Va? =3z +2 g f@z%b

b) f(z) = Va d) f(2) = V2—27 ) fle)= Va7 -1

Calculer la dérivée de chacune des fonctions suivantes, sachant que a, b, ¢, d, h et m désignent
des constantes:

S

S

a) f(z) =mx+h ¢) f(z) =az®+bx+c
axr+b

b) f(z)=(a—1)23+a(z —3) d) f(af)zcﬁd

.7_

_Déterminer la valeur des parametres réels a et b pour lesquels la fonction f définie par
f(x) = (ax + b)(1 — ) possede la dérivée f'(x) = 3z(1 — z)*.

.8

Un sac de sable est laché d'une montgolfiere située une altitude de 150 m. En négligeant la
résistance de Dair, la position du sac au-dessus du sol est donnée par f(t) = —5t* + 150.

a) Calculer l'altitude et la vitesse du sac apres 2 secondes.

b) Apres combien de temps le sac touche-t-il le sol 7 Quelle est sa vitesse a ce moment la ?
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4.6 Réponses

b) —3

Q) fie) = 5a? +4
e) f'(z) =3
f) fl(z) =242 — 622 +22—9
4.3
Q) fa)= g =
b) f'(x)—21ﬁ+2x+i—2
/x — _ 6
c) f'(x) @ —5)
, 23
d) f'(z) “2z_3)
4.4
a) f'(x) =4z + 52 +6)°(2x 4 5)
b) fl(x)=7(1522 —8)(52% —8x+1)°
o 39(x—3)
c) f(x)—7<2x+7)4
d) f/(z) =4z (422 +5)°(62% — 5)° (8422 + 5)
4.5
L1
a) f(a?)——g\a/x—2
.3
b) f(fv)——7\7/x—4
, 2x—3
© f(x)_Q\/:c2—3x+2

g) f/($) =103 2192 + 114 256 — 20 23
h) f(z) =122% — 14z + 17
i) fl(x) =202+ 922+ 25
i) fl(z) =122% +602% — 202 — 21
k) f'(z) =322 4+2vbx+2
) fl(z) =182 — 422 + 8
2224+ 14x—6
1oy
e) J'w) = (2 +7)2
21
f) -1 - "
) fe) (62— 3)2
—6x*—3622— 62
1oy
411623 — 2

(5 +4x* — 1123+ 12)?

e) fl(z) =122 (22% = 5)°(322 + 7)(52% + 2)

3 (22 —6)*(322 4 8z + 18)

) /() =

(3z+4)*
, __(a:—5)2(2:c—61)
g) fl(x) = (2x+7)5
) — —2x
d) f'(z) 390 o)
/x — ]'
e) f'(z) T
) f(2) = ——

Gymnase de Burier



CHAPITRE 4. DERIVEE

4.6

a) f'(x) =m ¢) fi(z) =2az+b
b) f/(2) =3(a—1)a%+a 4 fz) <ZZIZ>C2
4.7

f(r) = (57— 25)(1 — o)

4.8

a) L’altitude est de 130 m et la vitesse est de —20 m/s.

b) Apres environ 5.5 s. Sa vitesse vaut alors —54.77 m/s.
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Chapitre 5

Applications de la dérivée

5.1 Tangentes

5.1.1 Tangente a une courbe du plan

Tangente vient du latin tangere qui signifie toucher.

La tangente a une courbe C du plan en un
de ses points est la droite qui effleure la
courbe en ce point sans la recouper dans
le voisinage (a proximité) du point.

Attention! La tangente dépend du point
choisi sur la courbe. En général, la tan-
gente est différente lorsque I’'on change de
point de tangence.

Remarque 5.1.

La tangente peut ne pas exister en certains
points!

Pour la courbe C représentée ci-contre, la
tangente en T n’existe pas.
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5.1.2 Tangentes au graphe d’une fonction

Tangente au graphe de f en T'(a;b), sans utiliser une formule...

Lien entre abscisse et ordonnée de T : b = f(a)

La tangente est d’équation (cartésienne) y = mz + h

La tangente est de pente m = f’(a) (valeur numérique de f’ en z = a)

La tangente passe par T'(a;b) doncb=m-a+h

Tangente au graphe de f en T'(a;b), en utilisant une formule...

Exemple 5.1.

Soit la fonction f définie par f(x) = —2* — 22 + 3 dont le graphe est représenté ci-dessous.

777777 SN S N S ——
[y

,,,,,, oA

a) Déterminer une équation de la tangente au graphe de f au point d’abscisse 1.

108 Gymnase de Burier



CHAPITRE 5. APPLICATIONS DE LA DERIVEE

Gymnase de Burier 109



Mathématiques 2°™° année MS

b) Déterminer une équation de la tangente au graphe de f de pente 2.
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5.2 Croissance d’une fonction

« Si une fonction est croissante au voisinage
d’un point, la pente de la tangente en ce
point est positive.

e Si une fonction est décroissante au voisi-
nage d'un point, la pente de la tangente
en ce point est négative.

Croissance et dérivée

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I =]a; b[;

a) f est croissante sur [ <= f’(x) > 0 pour tout x € [
b) f est décroissante sur I <= f'(z) < 0 pour tout x € [
c) f est constante sur I <= f'(x) =0 pour tout x € [

Exemple 5.2.
Soit la fonction f donnée par f(z) = 2z® — 3z — 36z + 6.

Donner I'ensemble de définition et étudier la croissance de la fonction f.

\]
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5.3 Extremums et paliers

Liens entre signe de f’ et croissance de f :

T a b c d

() -0 4+ 0 - + 0+

.

f(x) — ., . > max — J— palier

{ minimums de f } U { maximums de f } = { extremums de f }

{ paliers de f } = { points a tangente horizontale de f} \ { extremums de f }

Remarque 5.2.

On étudie quelque fois une fonction sur un intervalle I = [a; b]. Il se peut alors qu'un extremum
de f se trouve aux extrémités de ’ensemble d’étude I.

Exemple 5.3.

Calculer sur l'intervalle I = [—5; —2] les coordonnées des extremums, ainsi que des extremums
absolus de la fonction f définie par f(z) = —2% — 6x + 22
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Exemple 5.4.

3

72— 3
Donner ’ensemble de définition, étudier la croissance et déterminer les coordonnées des extre-
mums éventuels de la fonction f.

Soit la fonction f donnée par f(z) =
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5.4 Problemes d’optimisation

Optimisation du volume d’une boite

A partir de deux feuilles en carton de dimension 30 cm sur 21 cm, on construit une boite
en forme de parallélépipede rectangle en découpant dans chaque feuille deux carrés de méme
dimension (voir ci-dessous).

assemblage

Déterminer les dimensions du carré a découper afin d’obtenir un volume maximal.
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Optimisation d’utilisation de matériau

Dans une fabrique de boites en carton, on désire limiter la surface de carton utilisée pour la
construction de boites en forme de parallélépipede rectangle a base carrée sans cou-
vercle.

La boite doit avoir un volume de 1000 cm3.

Calculer les dimensions (au mm pres) de la boite dont la surface de carton est minimale, ainsi
que cette surface minimale (au mm? pres).

Méthode de résolution d’un probleme d’optimisation

Pour résoudre un probleme d’optimisation, on procede comme suit :

a) Bien lire ’énoncé!

b) Faire un schéma et identifier les variables du probleme (z, y, h, r, ...), ainsi que la grandeur
@ & optimiser (& maximiser ou a minimiser).

¢) Exprimer la grandeur a optimiser ) en fonction des variables du probleme.

d) Si @ est fonction de plusieurs variables, déterminer les équations liant ces variables.

e) Exprimer la grandeur a optimiser ) en fonction d’une seule variable : si - est cette variable,
il s’agit donc de trouver I'expression algébrique d’une fonction f telle que Q = f(z) en
utilisant les équations obtenues au point précédent. Déterminer alors I’ensemble des valeurs
admissibles de z.

f) A laide de la dérivée f’ de la fonction f, étudier la croissance de Q.

g) Trouver 'optimum (le maximum ou le minimum) cherché a ’aide du tableau de croissance
de @) et répondre a la question posée.

Remarque 5.3.

Il se peut que le maximum ou le minimum cherché se trouve aux extrémités des valeurs admis-
sibles de z.
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5.5 Etude d’une fonction rationnelle

Plan d’étude d’une fonction rationnelle

1) Recherche de ED(f).
2) Signe et zéros de f.

3) Recherche des asymptotes éventuelles de f.
Si demandé, position relative entre la courbe et ses asymptotes.

4) Dérivée premiere de f, ED(f’). Signe et zéros de f’; croissance de f.

5) Graphe de f.

Exemple 5.5.
z—3

Etudier la fonction f donnée par f(x) = DI
l‘ —
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5.6 Exercices
5.1

Calculer la pente de la tangente a la courbe y = f(x) au point 7.

a) f(x)=322—6x—5 T(0;...) d) flx)=Bz+2) (Br—4), T(1;...)
b) f@) ot~ 32241, T(L..) O f0) = = T
o) f(x) =22+ .z —10, T(4;..) ﬂf@%=xiy T(4;...)

e

Donner une équation de la droite tangente a la courbe y = f(x) au point 7.

a) f(z)=22>-5 T(2;...) c) flw)=2*+8, T(-2...)
1
b) f(x)=6—x—a% T(=2:...) d) fla)=—, T(G;...)
53
Former I'équation de la tangente au graphe de f en son point d’abscisse a, si:
a) fl(x)=1+2z—2% a=1 c) flx)=+v2x+1, a=4
) fla) =3 a—3
x
5.4

On donne la fonction f définie par f(z) = —2% + x + 2.
a) Calculer sa dérivée.

b) En déduire les pentes des tangentes au graphe de f aux points ou il coupe les axes de
coordonnées.

c) Représenter le graphe de la fonction, ainsi que les tangentes dont on a calculé la pente.

.5

| on

En quel point la tangente a la courbe y = x? a-t-elle une pente égale & —3?

.6

Calculer les coordonnées des points de la courbe y = 23 — 3 x ol les tangentes sont paralléles
a l'axe Ow.

7

_Calculer I’abscisse des points en lesquels la tangente au graphe de
flx)=a®—2*-52+2
est parallele a la droite passant par A(—3;2) et B(1;14).

| on

| on
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5.

La figure ci-contre montre 1’écran d'un jeu
vidéo.

On peut voir des avions qui descendent de
gauche a droite en suivant la trajectoire
d’équation

22+ 1
T

’y:

et qui tirent des balles selon la tangente a leur
trajectoire en direction des cibles placées sur

O—>»
I'axe Ox aux abscisses 1, 2, 3, 4 et 5. 1 2 3 4 5

a) Une cible sera-t-elle touchée si le joueur tire au moment ou 'avion est en P(1;3)?

8
b) Une cible sera-t-elle touchée si le joueur tire au moment ou I’avion est en @ (5, §) ?

.g
2?+axr+b

Déterminer les coefficients a, b, ¢ et d, sachant que la courbe y = —————
cx?+dr—2

o admet la droite x = 2 comme asymptote verticale;
o n'admet pas d’asymptote horizontale ;

 passe par le point P(1; —2) et qu’en ce point la pente de la tangente vaut —5.

.10
Pour quels réels a et b le graphe de la fonction f(z) = 23 + ax? + br admet-il pour tangente
au point d’abscisse —1 la droite d’équation y =z +47

A1

Déterminer les intervalles ou les fonctions suivantes sont décroissantes.

a) f(z) =3z + 42® — 1222 o) flz) — z+2
) J@) (z+3)(x—4)

b) f(z)= 24 d) f(z) =2v36 — a2

A2

Déterminer les intervalles ou les fonctions suivantes sont croissantes.

a) f(z)=—x®—32% +45x — 4 c) f(z) = (2 +x —2)(z — 3)?
b) f(:z:) — % d) f(:z:) = ﬁ
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5.13

Calculer les coordonnées de tous les extremums des fonctions f définies par :

_ T+ 2 P+

) f(@) =4 —5 D J@) = 5 ) flr) = 2 EEEE

b) f(z)=7—2x — 2* o) flx) =2 =1 h) f(z) = (x+2)(2z — 3)?
c) f(z) =223+32>—122+5 f) f(x) =223 +322—362+7 i) flz) = ;);7:

5.14

Calculer sur l'intervalle I les coordonnées de tous les extremums absolus des fonctions f
définies par :

a) f(r) =5z +8x—4, [=]I1;3 I=[-1;3]

b) f(z) = , 1=10;3]

c) f(z) =32t +42® —62% — 122, 1 = [-2;2] f) f(x) = (x —2)*(x —3), [=][-2;5]

5.15

Déterminer les parametres a et b de sorte que la fonction f définie par

f(z) = 2° + az® + br + 2

admette en rg = —1 un extremum d’ordonnée 4.

5.16

Déterminer les parametres a et b de sorte que la fonction f définie par

222 +axr+0b
flz) = 22 —br+1

admette en rg = 0 un minimum ou un maximum d’ordonnée 3.

5.17

On souhaite construire une boite en carton en découpant quatre carrés aux coins d’une feuille
cartonnée rectangulaire et en rabattant les bords restants. La feuille mesure 42 cm de long
et 32 cm de large. De la taille des carrés découpés dépendra le volume de la boite. Calculer

la dimension de ces carrés pour que la boite ait un volume maximal. Donner également ce
volume maximal.

5.18

Trouver 'aire maximale d'un rectangle dont un coté est porté par 'axe Oz et dont les
sommets non situés sur cet axe sont dans les quadrants 1 et 2 et sur la courbe y = 12 — z2.
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1

On considere un carré ABCD de 12 cm de
cOté. N . » E Ja
En choisissant un point E sur le c6té AD, on
construit le carré AEFG et le triangle FHC
rectangle en H (voir ci-contre).

Soit S l'aire totale de la surface grisée (com-
posée du carré AEFG et du triangle FHC').

D H C

Déterminer les valeurs maximale et minimale de I'aire totale S lorsque F varie sur le segment

AD.

.20

On considere un cercle de centre O de rayon F E
9 cm.

A Tlintérieur de ce cercle, on construit un
carré ABCD de centre O ; on construit en-
suite les rectangles ABEF, BCGH,CDKL
et DAMN de telle sorte que les cotés
EFF,GH, KL et MN soient tangents au
cercle (voir ci-contre). O
On obtient ainsi le développement
d’une boite sans couvercle dont ABCD D C
est la base et dont les rectangles p\*
ABEF, BCGH,CDKL et DAMN sont les
faces latérales.

En faisant varier la longueur du coté du carré
ABCD dans le cercle, on obtient différentes
boites.

1) Calculer le volume de la boite si la longueur du coté du carré ABC'D vaut 8 cm.

2) Déterminer la longueur du c6té du carré ABC'D qui rend maximal le volume de la boite
ainsi construite et calculer ce volume maximal.

5.21

Un homme atteint d'une grave maladie accepte de prendre x grammes d’un médicament
expérimental. La probabilité de guérison est donnée par

3V
Ad(z+1)
Quelle quantité de ce médicament assure a cet homme la plus grande probabilité de guéri-
son 7

P(x) =
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5.22

On propose d’envoyer un colis dont la forme est celle ; P :
d’un parallélépipede rectangle a base carrée. / |~
Son emballage est maintenu, comme le montre la figure e v
ci-contre, a I'aide d’une ficelle de 126 cm de longueur. : P

......................

1) Un colis de c6té de base x = 15 cm est emballé de la sorte. Calculer le volume du colis.

2) Calculer les dimensions du colis de volume maximum qui peut étre emballé de la sorte.

5.23

Une commune a vendu & un promoteur un terrain a batir de 20’000 m? pour 4 millions de
francs.

Le promoteur peut partager le terrain en

deux zones rectangulaires : une zone villas
. . 2 Zone locative Zone villas 40m
qui lui rapportera 500 francs par m# et une
zone locative qui lui rapportera 200 francs
par m?2. P < X >
h 500 m -

La commune voulant privilégier la zone locative, elle impose au promoteur une taxe sur la
- L

zone villas. Cette taxe, en francs, est donnée par la fonction t(a) = 5 a® ol a représente
Paire en m? de la zone villas.

a) Déterminer le gain ou la perte du promoteur s’il ne construit que des villas.

) Déterminer le gain ou la perte du promoteur s’il ne construit que des locatifs.
¢) Déterminer le gain ou la perte du promoteur s’il coupe le terrain par le milieu.
)

Montrer que le gain ou la perte du promoteur (en francs) est donné par :
f(z) = —402* + 12000z

ou z (en m) représente la longueur de la zone villas (cf. croquis).

e) Déterminer la longueur z (en m) de la zone villas pour que le gain du promoteur soit
maximal et déterminer ce gain maximal.

(Probléme de bac, Burier, juin 2014)

5.24

Le directeur du pénitencier veut cloturer un champ rectangulaire adjacent a la batisse du
pénitencier. Pour installer une cléture de sécurité, il doit payer 30 fr le metre de cloture. Le
directeur a obtenu un budget de 64 200 fr pour ce projet. Calculer les dimensions du champ
d’aire maximale qu’il peut construire avec cette somme.
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5.25

On fabrique une boite en forme de parallé-
lépipede rectangle de volume 2304 cm3. On
découpe alors dans une feuille de carton le dé-
veloppement de la boite comme donné dans

y
la figure ci-contre.
a) Montrer que l'aire totale de carton né- S PR ———— —
cessaire a la fabrication de la boite est N
donnée par
6(z® + 1024
Ax) = 6z + 1024)
x y

b) Quelles sont les dimensions de la boite
qui minimisent 1’aire de carton nécessaire
a sa fabrication ? Justifier par une étude 9‘
de croissance.

(Probléme de bac, Burier, juin 2015)

3z

5.26

a) Gérard a une petite entreprise ou il fabrique des sacs & main en cuir. En considérant ses
frais fixes et ses frais variables, il a calculé que la fonction f donnée par

2
x
f(z) =6300+ 10x + —
28
représente le cotit total de fabrication de x sacs a main. Combien Gérard doit-il fabriquer
de sacs a main s’il veut obtenir un coflit de production unitaire minimal ?

b) Gérard décide de vendre la totalité des sacs a main qu'il fabrique au prix de 70 fr la
piece. Combien doit-il en fabriquer pour obtenir un profit maximal ?

5.27

On veut construire un restaurant de spécialités italiennes. On sait que si 'on aménage 120
places, on obtiendra un profit mensuel de 48 fr par place. De plus, pour chaque place au-
dela de 120, le profit mensuel par place diminue de 25 centimes. Combien de places doit-on

aménager si ’on veut obtenir un profit mensuel maximal ?

5.28
Un fabricant de produits alimentaires veut mettre sur le marché un jus de pomme vitaminé.
Il envisage de le mettre dans des boites de conserves cylindriques de 1000 cm?®. Quelles

doivent étre les dimensions de la boite pour qu’il utilise le moins de métal possible ?

5.29

Une feuille de papier doit contenir 60 cm? de texte imprimé. Les marges supérieure et infé-
rieure doivent avoir 5 cm chacune, et celles de c6té 3 cm chacune. Déterminer les dimensions
de la feuille pour laquelle il faudra le moins de papier possible.
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5.30

On souhaite construire une serre de 3 750 m? de volume. On
réalise pour cela deux parois verticales en forme de demi-
disques de rayon r (en metres) dont le prix est de 35 francs par

m? et un toit rectangulaire dont le prix est de 15 francs par A
m?2, que 'on recourbe comme indiqué sur la figure ci-dessous.
On obtient ainsi une serre en forme de demi-cylindre.

a) Montrer que le cofit total de cette serre en fonction du rayon r des parois est donné par

3578 4+ 112500
r

C(r)

b) Déterminer les dimensions de la serre de cotit minimal et déterminer ce coft.
(Probléme de bac, Burier, juin 2012)

5.31

Deux points A et B de la rive d’un lac sont distants de 12 km. Entre ces deux points, la rive
est une ligne droite de direction Est-Ouest. Deux villes C' et D sont respectivement situées
a 9 km au nord du point A et a 15 km au nord du point B. On souhaite installer une station
de pompage sur le bord du lac, entre les points A et B, station qui fournira 'eau aux deux
villes. Ou devra-t-on l'installer si I'on veut que la somme des distances de la station aux
deux villes soit minimale ?

5.32

Un fabricant doit construire une caisse a base carrée de 16 m? de volume. Pour des raisons
de solidité et d’étanchéité, le matériau employé pour la base cofite 6 francs le m?, alors que
celui utilisé pour les parois latérales et le couvercle en cofite que 2 francs le m?.

1) Calculer le prix de revient de la caisse si la base est un carré de 2.5 metres de coté (on
considérera comme négligeable 1’épaisseur des parois, de la base et du couvercle).

2) Quelles sont les dimensions & donner a la caisse pour que le colit des matériaux soit
minimal et quel est ce colit minimal ?

5.33

Trouver une équation d’une droite qui passe par le point A(1;3) et qui détermine un triangle
d’aire minimale dans le premier quadrant.

5.34
Etudier les fonctions f.
a) f(z) =3 — 1522 — 33z + 13 x_a:Z—l
B 0 fla) = 5
b) f(z) = )
o §) fe) = 5
¢) f#)=(z-2)*(z=3) (z = 3)°
x e (r—
2?48

z—1
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5.35

-dessous a été partiellement réalisée. Compléter le tableau

7

ee Cl

L’étude de la fonction f donn

te

isser ensui

du signe de f, le tableau du signe de f’ et le tableau de croissance de f. Esqu

le graphe de f avec ses asymptotes.

(z—5)

2

*

=R

)

f
de f

1) ED(

signe

2)

)

x—5)(x+5
212

(

Oet AOeny

)

:AVen x
de f: fl(x

3) asymptotes
croissance

4)
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5.7 Réponses
a) =6 b) —1 c) 33/4 d) 28 e) 1/5  f) —1

a) y=8x—13 c) y=12x+24 d __EHE

— 1 1 5
a) y=—x+3 b)y:—§x+3 C)y:§x+§

a) La dérivée de la fonction s’écrit f'(z) = —2z + 1.
b) Les pentes cherchées sont f'(—1) =3, f'(0) =1, f'(2) = —3.
5.5
39

P(-2;2).

(~3:3)
5.6
A(—1;2) et B(1;-2)

a) en P: oui;
b) en @ : non.

5.9
a=1,b=0,c=0etd=1.

5.10
a=—2,b=—6.

Gymnase de Burier
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5.11
a) | —o0; =2 U [0;1]
b) [0;2[U]2; +o0[

5.13

a) Aucun

b) max en M(—1;8)

d

)
)
¢) min en N(1;—2) et max en M(—2;25)
) Aucun

1
e) min en N(é;())

5.14
a) min en N(1;9) et max en M (3;65)
b) Aucun

¢) min en N(1;—11) et max en M (2;32)

5.15
a=0et b= -3

5.16
a=—-15etb=3

5.17

6 cm et la boite est de volume 3600 cm3

5.18
32 [u?]

5.19

c) R—{-3;4}
d) [~6;=3v2 ] U [3v2; 6]

¢) [=1; 3] U [3;+oc

d) [—4;4]

) (2; —37) et max en M(—3;88)
g) min en N(2;9) et max en M(—2;—7)
h) min en N(2;0) et max en M(Z2; $2)

) (

min en N(0; —1)

d) Aucun
¢) max en M(4; )
f) min en N(—2;—80) et max en M(5;18)

Aire maximale : 144 cm?; aire minimale : 48 cm?
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5.20

1) 320 cm?
2) coté du carré ABCD : 12 cm

3) volume maximal de 432 cm?

5.21

1 gramme

5.22

1) 4050 cm?

2) 14 x 14 x 21 c¢cm pour un volume maximal de 4116 cm?

5.23

a) Perte de 4 millions de francs.

¢) Gain de 500’000 francs.

[oW

2
)
b) Opération neutre (ni perte ni gain).
)
)
)

e) Le gain est maximal (900’000 francs) pour x = 150 m.

5.24

Les cOtés mesurent 535 m sur 1070 m.

5.25

b) 8 cm x 12 cm x 24 ¢cm

5.26

a) 420 sacs & main b) 840 sacs a main

5.27
156 places

5.28

5.42 cm pour le rayon et 10.83 ¢cm pour la hauteur du cylindre

5.29

Les cOtés mesurent 12 cm et 20 cm

5.30

b) rayon : environ 8 metres, longueur : environ 37.3 metres, coiit : environ 21100 francs

Gymnase de Burier

135



Mathématiques 2°™° année MS

5.31
A 4.5 km du point A

5.32

1) 101,2 francs; 2) base : 2 m sur 2 m; hauteur : 4 m; colit minimal : 96 francs.

5.33

3r+y—6=0

5.34

a) f(x) =% —152* — 33z + 13

200 A

\]

ED(f) =R

Asymptote : aucune
f(x) =3(x+1)(z — 11)
ED(f) = ED(f")

Max : M(—1;30)

Min : N(11; —834)

—200 A

—400 A

—600 A

—800 1

x
b) fa) = =
A
ED(f) =R —{-1}

: Asymptotes : v = -1,y =2 —1
k oy Tz +2)

— , : —> f(x)_(x+1)2

8 -6 -4 -2 L. 2 4 6 8

ED(f) = ED(f")

/\ Max : M(—2; —4)
Min : N(0,0)
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c) f(z)=(zr—2)*(z—3)

P

Q) /() = 51
ED(f) =R
Asymptote : y =0
N —22 4+ 16
f'(x) = 2 1 1672
ED(f) = ED(f)
Max : M(4; é)

Min : N(—4; —3)

oy

ED(f) =R
Asymptote : aucune

f'(x) = (x = 2)(3z - 8)

ED(f) = ED(J")

Max : M(2;0)

Min : N(%; —2%)

0.

0.

2 4

1 4

—20

—10

P

10

\]

20

Gymnase de Burier
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22+ 8
) fla) ="
A
15
10
ED(f) =R —{1}
Asymptotes : x =1,y =z +1 ° ] )
2?2 —2x — 8 e
f(#) = —F—5— : et : , >
(x—1) —4 .t T2 4 6
ED(f) = ED(f" e
Max - M(—Q;—4) /\
Min : N(4;8) 10
715<
22 —1
f =
) s =51
A
2.0 1
1.5 |
ED(f) =R
...................... Jo@efeccccccescccccsccosccncocss Asymptote;yzl
6x
1o —
0.5 f (x) - (xQ +2)2

ED(f) = ED(f")
-6 —4 -2 \/ 2 4 6 Max : aucun
—0.5 Min : N(0; —1)

—1.0 1

—1.5 1
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ED(f) =R —{=3;3}

Asymptotes :
r=-3,r=3y=—-2

() = 0T
f() (9—5(?2)2

ED(f) = ED(f')
Max : aucun

Min : N(0;0)

15 1

10 1

ED(f) =R — {2}
Asymptotes : z =2,y =x — 2
;o a®— 62”4+ 150 — 18

ED(f) = ED(f)

D

—10

Max : aucun

Min : N(3;0)

Gymnase de Burier
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5.35
. x 0 5
1) signe de f : T =+ 0=
x ) 0 3
Croissance de f : fl(x) | + 0 — || - 0 +
S| A fmax | N\ [[[| N [min] 7
5 A
10 1
5 4
0 15 -0 -5 5 10 15 0
~5 ]

2) signe de f : OIS
x —4 0 3
Croissance de f : fl(x)| — I — 0 + ] =
ol N fmin | A~ TN
6
4
2
—10 s =6 4 o 2 ! 6 8 10
_o |
4
—6 4
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Chapitre 6

Fonctions trigonométriques

6.1 Les fonctions trigonométriques

Dans un systeme d’axes Oxy, rappelons que le cercle trigonométrique est le cercle de centre
0(0;0) origine du repere et de rayon r = 1.

Soit, & un nombre réel. On considere le point M d’intersection du coté final de I'angle orienté de
mesure « (degrés ou radians) avec le cercle trigonométrique, ainsi que le point 7" intersection
du prolongement de celui-ci avec la droite verticale x = 1.

6.1.1 Fonctions trigonométriques

cos(a) :

1%¢ coordonnée du point M
situé sur le cercle trigono- M (cos(a); sin(a
métrique.

sin(a) :
2¢ coordonnée du point M
situé sur le cercle trigono-
métrique.

Y

T(1;tan(w))
tan(a) :

2¢ coordonnée du point T si-
tué sur la droite z = 1.

Remarque 6.1.

a) Lorsque « est compris entre 0°et 90°, on retrouve les rapports trigonométriques définis dans
le triangle rectangle.

b) Si aucune mesure n’est précisée, les fonctions trigonométriques sont données en radians.
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Exemple 6.1.
Exprimer le sinus, le cosinus et la tangente des deux angles a suivants a l'aide des rapports

trigonométriques du triangle rectangle.

a) a; = 130°
b) 5%
g = ——

? 6

6.1.2 Périodicité

e sin(a) € [-1;1], cos(a) € [-1;1] et tan(a) €] — oo; 400l

o Les fonctions trigonométriques sont périodiques :
En radians : sin(a + 27) =sin(a), cos(a + 27) = cos(a), tan(a + m) = tan(«)
En degrés: sin(a+ 360) =sin(a), cos(a+ 360) = cos(a), tan(a+ 180) = tan(«)

Graphes des fonctions sinus et cosinus (en radians)

Les fonctions sinus et cosinus sont périodiques de période 27 .

A

2 -

y = cos(x)

\]

P

=N N\ /- N\ /%
y = sin(x)
1}
N
sim : R — R cos : R — R
xr — sin(z) x +— cos(x)

144 Gymnase de Burier



CHAPITRE 6. FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES

Gymnase de Burier 145



Mathématiques 2°™° année MS

Graphe de la fonction tangente (en radians)

La fonction tangente est périodique de période 7.

y = tan(x)

P
Y

w
3
|
3
|
SIE
o3
3

tan R—{g+k-ﬂ,kez} 5 R

x —  tan(x)

6.1.3 Propriétés fondamentales

a) A l'aide du théoreme de Pythagore, on obtient :

cos®(a) +sin’(a) = 1

b) A l'aide du théoréeme de Thales, on obtient :

tan(a) =
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6.2 Equations trigonométriques

Une équation trigonométrique est une équation contenant des expressions trigonométriques.

Exemple 6.2.

a) Résoudre en degrés I’équation cos(z) = 5

[

b) Résoudre en radians I’équation sin(2z) = —
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¢) Résoudre en radians ’équation tan (3:1: + g) =3

d) Résoudre en radians I’équation 2sin(2z + g) +5=4
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e) Résoudre en radians 1’équation 2 cos®(x) + sin(z) —1 =10
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6.3 Dérivée des fonctions trigonométriques (en radians)
o (sin(z))’ = cos(x)

o (cos(z)) = —sin(x)

o (tan(z)) = ———— = 1+ (tan(x))?

Remarque 6.2.

Si la variable d'une fonction trigonométrique est donnée en degrés, sa dérivée n’est pas égale a
celle énoncée ci-dessus.

Exemple 6.3.

Donner 'ensemble de définition des fonctions suivantes et calculer leur dérivée :

b) g(z) = sin(z) cos(x)
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6.4 Etude d’une fonction trigonométrique

Plan d’étude d’une fonction f trigonométrique

a) Recherche de ED(f).

b) Périodicité et choix d’un intervalle d’étude I couvrant une période.

c) Signe et zéros de f sur I.

d) Dérivée premiere de f, ED(f’). Signe et zéros de f’. Tableau de croissance de f sur I.
)

e) Graphe de f sur I.

Exemple 6.4.
Etudier la fonction f donnée par f(x) =1+ 2 cos(2x).
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6.5 Exercices
6.1

Résoudre les équations suivantes en donnant les solutions en degrés.
a) cos(t) = —3 d) cos(t) = —1.43 g) tan(bt) = 3.273
b) sin(t) = 0.829 e) tan(t) = 5.33 h) cos (%) =1
¢) tan(t) = —0.754 f) sin(3t) = -4
62
__Résoudre les équations suivantes en donnant les solutions en radians.
a) sin (%—l—%) :? d) 4sin?*(z) —3=0
b) cos (% — %) =1 e) (sin(z) —1)cos(z) =0
c) 2cos(t)+1=0 f) /3 +2sin(3z) = 0
63
__Résoudre les équations suivantes en donnant les solutions en radians.
a) 4 cos?*(t) —4 cos(t) —3=0 d) 3 sin?(t) + cos?(t) —2=0
b) 2 sin?(z) — 3 sin(z) +1 =0 e) 5 sin(z) = 6 cos*(z)
c) 3sin?(z) +8 cos(z) +1=0 f) tant(t) — 4 tan?(t) +3 =0
e

De nombreuses populations animales fluctuent selon un cycle de 10 ans. Supposons que le
nombre de lapins dans une région a linstant ¢ (en années) soit donné (la fonction cos est

en radians) par

N(t) = 1000 cos <gt> + 4000
a) Vérifier par calculs que le cycle de fluctuation de la population est bien de 10 ans.
b) Représenter graphiquement N pour ¢ € [0; 10].

¢) Pour quelles valeurs de ¢ dans l'intervalle [0;10] a-t-on une population supérieure ou
égale a 45007
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6.5

A Boston, le nombre d’heures D de lumieére par jour a une certaine époque de ’année peut
étre modélisé par

D(t) = 3sin <%‘O(t - 79)> 112

ou t est donné en jours et t = 1 correspond au 1¢ janvier (année de 360 jours, voir le graphe

page suivante)

(-26.09, 16.89)
16|
151
14|
13
121
111
10|
— o
D
8
/]
5o 60 120 180 240 300 360
5 (382.29, 4.68)

a) Pendant combien de jours par année a-t-on plus de 10,5 heures de lumiére? Faire res-
sortir le résultat sur le graphique ci-dessus.

b) Quel est le nombre maximal d’heure de lumieére et a quel jour a-t-on ce maximum ? Faire
ressortir le résultat sur le graphique ci-dessus.

| =

.6

On peut prédire la hauteur (en metres, relativement a la marée basse) de la marée a un
u

endroit précis d'une plage par la fonction h(t) = 1 + sin (E(t - 1)), ou t est en heures

(t =0 a minuit et 0 < ¢ < 24).

a) Calculer la hauteur (au cm pres) a minuit et a 15 heures.

Déterminer ’heure de la marée basse.

b

)
)

¢) Déterminer la hauteur maximale et 'heure de cette marée haute.
)

Dans un autre endroit du bord de mer, la hauteur de la marée vaut

g(t) = 0.8 + 0.8sin(a(t — 2))

ou a est un parametre réel. Déterminer la valeur de a si 'on sait que la marée haute a
lieu & 10 heures. Quelle est cette hauteur maximale ?

d

Gymnase de Burier
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6.7
Donner I’ensemble de définition et calculer la dérivée des fonctions f données par :
a) f(z) = sin(2x) c) f(x) = sin?(z) e) f(x) = sin®(4x)
1 sin(z)
b = . f R S
) /(@) cos(z) d) f(z) =sin(z) - cos(z) ) J@) 1 + cos(x)
6.8

Une dame part du point A situé au bord d’un lac circulaire de
2 km de rayon. Elle souhaite atteindre le point B, en barque, a
la vitesse moyenne de 2 km/h, puis le point C, diamétralement
opposé a A, a pied, a la vitesse moyenne de 4 km /h.
Calculer la valeur de # lui permettant de rejoindre C' le plus
lentement possible (Madame aime prendre son temps!).
Calculer également la distance parcourue.

6.9

007 court deux fois plus vite (8 m/s) qu’il ne nage (4 m/s).
Il se trouve en A, au bord d’une piscine circulaire de 40 m de
diametre. Il lui reste neuf secondes pour désamorcer la bombe «
posée en B qu’il désire atteindre au plus vite. Sa stratégie est
de courir jusqu'en C) de piquer une téte et de crawler en ligne
droite B. A quel endroit doit-il plonger ?

6.10

Etudier la fonction f donnée par

f(x) =1—2sin(x)

6.11

Etudier la fonction f donnée par

f(z) = sin(z) — v/3 cos(z)
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6.6 Réponses

6.

a) tp =120° + k- 360°, 1o = —120° + k- 360°, k € Z

b) t 2 56° + k- 360°, £y = 124° + k - 360°,k € Z
)t~ —37°+k-180° k€ Z
) t2794°+k-180° k € Z
f) ¢ = —20° + k- 120°, ¢, = 80° + k - 120°, k € Z
g

h

1
)
)
)
d) Pas de solution
)
)
) £ 14.6° + k- 36°k € Z
)

t = 240° + k - T20°, to = —240° + k- 720°,k € Z

tl 37'(' tQ— 7T+k3'37T, k’GZ
th=n+k-dm to=—-F+k-4dm, kelZ

nn=%+k-mur=—3+k-m, kel

2

)

)

c) t1:2”+k 27, ty = %”Jrk-Zﬂ, kel
)

) 11 =5 +k-2m, 1y = -5+ k-2n, kEZ
)

fymp=—5+k-F o="0+k-5, keZ

6.3

a) t1 =5 +k-2m, k€Z it +k-27r,k€Z

b) ey =%5+k-2m, k€Z x=%+k-2m, k€Z x3=3+k-2r, kel

2 ==22016+k-2m, k€ Z

~— ~— Y~ o ~—

d) t1 =%+k2m, k€Z to=%+k2n, k€l t3="+4k2m, k€Z ty=T+k2m kel
e) 11 =0730+k-2m, k€Z x9=24124k 21, k€ Z

f)y h=%+knm, k€Z lo=-T+k-m kel ts3=%+tkm k€l ty=-5+knm kel
6.4

¢) [0:3]U[2:10]

’ 3

6.5

a) 240 jours; b) nombre maximal de 15 heures le 169°™ jour.
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6.6

a) 74 cm a minuit et 50 cm a 15 heures c) 7 heures; 2 m

b) 19 heures d) a={;1.6m

6.7

a) ED(f)=R; f'(z) = 2cos(2x) d) ED(f)=R; f'(z) = 2cos*(z) — 1

b) ED(f):R—{g+k-7r,k€Z}; e) ED(f) =R; f'(z) = 12sin?(4z)
o) = cs(ilsl2(2) f) ED(f)=R — {w +k-2m ke T}

, 1
¢) ED(f) = R; f'(x) = 2sin(x) - cos(x) I = e
6.8

=30 " et la distance parcourue est de 5.56 km

6.9

007 ferait mieux de faire le tour du bassin au lieu de réfléchir. ..

6.10

3 4
ED(f):R
f est de période 2. 2 1
Etude de f sur [0; 27] n
Asymptote : aucune \
f'(x) = —2cos(z) o

Fotn - Ep(r T~

Max : M(35;3)

Min : M(5;—1) o]
—3 4
6.11
3 4
ED(f):R
f est de période 2. 2 1

Etude de f sur [0; 27]
Asymptote : aucune

f'(z) = cos(z) + v/3sin(x)
ED(f) = ED(1)

Max : M(3F;2)

Min : M(H—’T —2)
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