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Avant-propos

Un vieil homme, a I'approche de sa mort, décide de partager son troupeau de 17 chameaux
entre ses trois fils. L’ainé héritera de la moitié du troupeau, le cadet du tiers et le benjamin du
neuvieme. Confrontés a l'indivisibilité de 17 par 2, 3 et 9, les trois freres vont trouver le sage
du village. Celui-ci, fin mathématicien, leur propose une solution qui, sans avoir recours a une
boucherie, respecte les volontés du vieil homme.

Comment le sage s’y prent-il pour effectuer le partage ?

MALS ov'
ploror ALBERT
FRANK

DESSIN CI-DESSUS DE PHILIPPE GELUCK

7¢me édition, La Tour-de-Peilz, juillet 2022



Chapitre 1
Algebre (1°¢ partie)

1.1 Hiérarchie des opérations

Il est important de respecter les conventions sur la hiérarchie des opérations présentes.

On effectue dans l'ordre :

e les parentheses
e les puissances et les racines
o la multiplication et la division

« l’addition et la soustraction.

Exemple 1.1.
Calculer @ =12+ (4+2) — 3 ((5+42) — /100 —4- (34— 23)? )

1.2 Quelques propriétés algébriques

Langage algébrique

o une somme est le résultat d’une addition de termes, un produit le résultat d’une
multiplication de facteurs, une différence le résultat d’une soustraction et le quotient
le résultat d’une division

e a" est une puissance; a est la base de la puissance et n son exposant

 réduire c’est diminuer le nombre de termes (on dit parfois aussi simplifier)

« si l'on remplace dans une expression algébrique les variables par des nombres particuliers,
le résultat obtenu (pour autant qu'’il ait un sens) est la valeur numérique de 'expression
en ces nombres.

6 Gymnase de Burier
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Exemple 1.2.

a) Calculer la valeur numérique en x = 4 de expression A = 2* — 5z + —.

NZ%

3
Qxy + )
b) Calculer la valeur numérique en = 1 et y = 9 de I'expression B = — xl
y J—
- , : x+2
¢) Calculer la valeur numérique en x = —1 de l'expression €' = ———.
—1% —x

Propriétés des opérations sur les nombres réels

L’addition et la multiplication sont commutatives : a + b =0+ a et ab = ba

L’addition et la multiplication sont associatives : a+ (b+c¢) = (a+b)+c et (ab)c = a(bc)
e —aest opposé de a:a+(—a)=0
1 1
e Sia#0, —est inverse de a : a - (—) =1
a a
o La multiplication est distributive par rapport a ’addition :
a(b+c¢) =ab+ac et (a+b)c = ac+ be

+ Soustraire c’est additionner I'opposé : @ — b = a + (—b)

1
« Diviser c’est multiplier par l'inverse : a +b=a- —

b

8 Gymnase de Burier
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Calcul algébrique

Le calcul algébrique respecte les propriétés des opérations sur les nombres réels énoncées ci-
dessus.

Exemple 1.3.
Calculer la différence de A = 2 + 222 — 5z +Tet B= —42®> — 522+ 5

Compatibilité entre valeur numérique et réduction de polynoémes.

La valeur numérique d’une expression algébrique n’est pas modifiée lors des opérations du calcul
algébrique !

Exemple 1.4.

Calculer la valeur numérique de A = (z — 2)(x +6) — (r — 3)(x — 4) en = —2 une premicere
fois directement et une deuxieme fois apres réduction de A.

Utilisation des identités remarquables

Lors du calcul algébrique, on utilise souvent les produits remarquables

1) (A+ B)?>= A?+2AB + B?

2) (A— B)? = A% — 2AB + B?

3) (A+ B)(A— B) = A? — B2

4) (A+ B)* = A%+ 3A4°B+ 3AB* + B?
5) (A— B)3 = A® —342B + 3AB? — B3
Exemple 1.5.

a) Effectuer et réduire 'expression A = 2(2x — 3y)? — [6(3y? + 42°) — 3(2x + y) (27 — y)]

b) Effectuer et réduire Uexpression B = (2z — 1)3 +3(2x —1)* + 32z — 1) + 1

10 Gymnase de Burier
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1.3 Factorisation

‘Factoriser = Mettre sous forme de produits

Méthodes de factorisation

o Mise en évidence

e Produits remarquables

e Trinome du 2éme degré unitaire

e Trinéme du 2éme degré quelconque
o Groupements

« Division euclidienne (Horner)

Remarque 1.1.

La factorisation s’utilise essentiellement afin de simplifier des expressions algébriques et pour
la résolution des équations.

Mise en évidence

Exemple 1.6.
Factoriser par mise en évidence

a) 12z%y% + 622y — 22y =

b) (z +y)? —3z(z +y) =

c) Br—1)(z—4)+22+3)4—2) =

12 Gymnase de Burier
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Produits remarquables

Principales factorisations a I’aide des produits remarquables :

1) A+ 2AB+ B> = (A+ B)?

2) A2 _2AB+ B = (A— B

3) A>—-B?=(A+ B)(A- B)

4) A% + B? est indécomposable

5) A3 + B3 (A+ B)(A? — AB + B?)
6) A — (A— B)(A+ AB + B?)
7) A3 + 3AQB +3AB? + B3 (A+ B)?
8) A’ — 3A%B + 3AB* — B* — (A — B)?
Exemple 1.7.

Factoriser a I'aide des produits remarquables.
a) 25a* + 30ab + 9b* =

b) —25z% + 121 =

c) 27x% — 64 =

14
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Trin6me unitaire du deuxieme degré

Un polynome est unitaire si son coefficient de plus haute puissance est égal a 1.

Pour décomposer
22 +br +c

il s’agit, si c’est possible, de trouver deux nombres « et ( tels que

b = a+p
c = a-fp
et ainsi
2 +br+c=(r+a)(z+p)
Exemple 1.8.

Factoriser les trindmes suivants :
1) 22+ 11z +24 =

2) 2 =3z —10 =
3) 2 +4r —12=
4) 202 —x — 1=

16 Gymnase de Burier
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Trinéme du 2eme degré : méthode générale

Les solutions de I’équation ax? + bz + ¢ = 0,a # 0 se calculent de la maniére suivante :

On pose A = b? — 4ac
1) Si A < 0 I’équation n’a pas de solution

2) Si A = 0 I'équation n’admet qu’une seule solution

b

Ty = ——
2a

3) Si A > 0 I’équation admet deux solutions

—b— VA b+ VA
rH=—¢€tryg=———

2a 2a

Factorisation du polynome az? + bz + c¢,a # 0

1) Si A < 0 le polyndme az? + bz + ¢ n’est pas factorisable
2) Si A =0 le polynéme az? 4 bz + ¢ est factorisable

b
az® +br +c = a(x — 11)? oﬁx1:—2—
a

3) Si A > 0 le polynome ax? + bx + c est factorisable

az® + bz +c = a(z — 1) (7 — 22)

—b— VA . b+ VA

ol 7y = ——— et T o
Exemple 1.9.
Factoriser, si possible, les trinébmes suivants :
1) 22 =3z —10=
2) 622 —Tx —3 =
3) 222 —3r+3=

18
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Groupements

La méthode des groupements ne s’applique que lorsque le nombre de termes est au moins égal

a 4.

Méthode

1) Former plusieurs groupes de termes (en général deux groupes) de manieére a mettre en
évidence un méme facteur dans chaque groupe

2) Mise en évidence globale du facteur commun.

Exemple 1.10.
Factoriser a 'aide de la méthode des groupements.

1) ax +bxr —ay — by =

2) 22 +xy — 3z — 3y =

3) 2?4+ 6x+9—4y* =

20 Gymnase de Burier
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Factorisation : méthode générale (sans division euclidienne)

Ordre de factorisation

1

) Mise en évidence.

2) Produits remarquables.
)
)

3) Trindéme du deuxieme degré (unitaire ou non)

4) Méthode des groupements.

Exemple 1.11.

Factoriser au maximum :
1) —2* -2z +15=

2) 2z%y + 222z + day + 4wz =

3) 32° — 242 + 482° =

22 Gymnase de Burier
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1.4 Reésolution d’équations

Equivalence d’équations

Deux équations sont dites équivalentes si elles ont exactement les mémes solutions.
On utilise le signe <= pour relier deux équations équivalentes.
On obtient une équation Ey équivalente a Ej si :

e On ajoute ou on soustrait un méme nombre ou une méme expression algébrique défi-

nie aux deux membres de ’équation. C’est le principe d’équivalence appelé principe
d’addition.

e On multiplie ou on divise les deux membres de I’équation par un nombre réel non nul.
C’est le principe d’équivalence appelé principe de multiplication.

Mettre les deux membres d'une équation au carré n’est pas un principe d’équivalence.

Par contre mettre les deux membres d'une équation au cube est un principe d’équivalence.

Résolution d’une équation par factorisation

Il existe un troisieme principe d’équivalence, appelé principe d’intégrité qui stipule que si
un produit de facteurs est nul, au moins I'un de ces facteurs est égal a zéro. Autrement dit :

[ Ai(x) = 0
A;)Elx) =0

Aq(z) - Ag(x) - .- Ap(z) =0 = ou
| a) = 0

Exemple 1.12.

Résoudre les équations suivantes.
1) (x=3)(z+2)=0

2) (x—3)+(z+2)=0

3) (z—3)(x+2)=6

4) (z—1)*2*—62+8)=0

24 Gymnase de Burier
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1.5 Division euclidienne

Division euclidienne d’entiers

2 356 8
16 2 9 4
En arithmétique, lorsqu’on étudie la division des 75
nombres entiers avec reste, on voit des opérations 7 2
du type suivant : 3 6
3 2
4

Si l'on divise 2356 (c’est le dividende) par 8 (c¢’est le diviseur) on obtient le quotient () = 294
et le reste R = 4. La division se termine lorsque le reste est inférieur au diviseur.
L’égalité fondamentale correspondante est la suivante: 2356 = 8 - 294 + 4

Degré d’un polynéme

Rappelons que le degré d’un polynéme relativement a une lettre est donné par la plus
grande puissance de cette lettre dans le polynome simplifié.

Le degré d’'un polynéme constant non nul (formé d’un nombre uniquement) est égal a 0 alors
que le degré du polynéme nul n’est pas défini.

Division euclidienne de polynomes

Par exemple la division du polynéme P(z) = z* + 223 — 5x + 1 (c’est le dividende) par le
polyndéme S(z) = 2 + 3z + 1 (c’est le diviseur) se présente de la maniére suivante :

2+ 228 — 5z + 1 |2243z+1
¥t + 323+ x? 22—z 42
— 23 —? - 5 + 1
— 8 —32% — T
207 — dr + 1
202 + 6x +
—10x —1

Le quotient de la division est Q(x) = 2% — x + 2 et le reste est R(x) = —10x — 1.

La division se termine lorsque le reste est nul ou lorsque le degré du reste est strictement
inférieur au degré du diviseur.

L’égalité fondamentale correspondante est la suivante:
2t +22° b+ 1= (2 +3x+1)(2® —2+2) — 10z — 1

Exemple 1.13.
Effectuer la division du polynéme P(z) = 22% — 323 +42% + 1 par S(z) =z — 2.

26 Gymnase de Burier
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Division par Horner

Le schéma de Horner permet de simplifier la présentation de la division euclidienne par un
polynoéme du type z — a.

Considérons, par exemple, la division de P(z) = 2z*—3 z3+4 2%+ 1 par S(z) = z—2 considérée
dans l'exemple 1.13.

On commence par disposer sur la 1¢™ ligne les coefficients du polynémes que 1’on veut diviser ;
attention, le nombre de coefficients & noter doit étre égal a deg(P(x)) + 1.

On place ensuite la valeur qui annule le diviseur au début de la 2°™° ligne comme suit :

2 =34 0 1

On suit ensuite les étapes exposées ci-dessous:

2 —34 0 1 2 -3 4 0 1
2 2 42 12
J 2 67
2 —34 0 1
2 4 2 -3 4 0 1
27 2 42 12
s a4 0 1 2 16 19
2 4
2 1 2 -3 4 0
2 -3 4 0 1 2 4 212 24
9 9 2 6 127"
2 T
2 —34 0 1 2 -3 4 0 1
2 4 2 2 4212244+
2 16 2 16 12 25

Le dernier nombre obtenu est le reste de la division de 22* — 323 +42% 4+ 1 par x — 2.
On peut alors écrire I’égalité fondamentale comme suit :

Plx)=22* -3 +422 +1 =22 + 2> + 62+ 12) - (z — 2) + 25

28 Gymnase de Burier
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Exemple 1.14.
Effectuer la division par le schéma de Horner de P(x) = 22* — 1822 + 22 + 6 par S(z) = = + 3.

Exemple 1.15.

Le shéma ci-dessous donne la division par Horner du polynéme P(x) par S(z).
Donner les polynémes P(x), S(z), Q(x) et R(x).

3 =8 0 10 5
-1 -3 11 —-11 1
3 —11 11 -1 6

Calcul du reste de la division par = —a

Le reste R de la division d'un polynéme P(z) par S(z) = z — a est un nombre réel qui est
calculé comme suit

1) On cherche la valeur qui annule le diviseur : t —a =0 <= z=a

2) Le reste de la division est la valeur numérique R = P(a) de P en x = a.

Exemple 1.16.

1) Calcul du reste de la division de P(x) = 3x* — 82® + 10x + 5 par S(z) =z — 2.

2) Calcul du reste de la division de P(x) = 23 — 42? — 3x + 2 par S(z) =z + 1.

30 Gymnase de Burier
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1.6 Factorisation a I’aide de la division euclidienne

Une valeur z = a est un zéro d’un polynéme P(z) en x si le polynéme s’annule en z = a.
Autrement dit : © = a est un zéro de P(z) si © = a est solution de 'équation P(z) = 0.

Théoreme fondamental

Soit P(x) un polynéme en z.
1) Si P(x) s’annule en = = a , alors P(z) est divisible par  — a, autrement dit
si x = a est un zéro de P(x), alors il existe un polynéome Q(x) avec P(x) = (z — a) - Q(z).

2) Si P(z) est divisible par z — a, alors P(z) s’annule en x = a, autrement dit
si P(z) = (x — a) - Q(x), alors x = a est un zéro de P(x).

Exemple 1.17.
Factoriser P(z) = 2* + 62% + 62 + 5 sachant que z = —5 est un zéro de P(z).

Critéere de recherche d’un zéro entier d’un polynéme a coefficients entiers

Soit
Px)=an 2" +ap_- 2" ' 4+ +a-r+ag

un polynéme a coefficients entiers de terme constant a,.

Si P possede un zéro x = k entier, alors k est un diviseur de ay.

Exemple 1.18.

Trouver un zéro entier du polynéme P(z) = 2® —42%+2+6 et utiliser ce résultat pour factoriser
completement P(x). Vérifier ensuite que les zéros entiers sont des diviseurs de ay.

32 Gymnase de Burier
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Exemple 1.19.
Résoudre 1'équation 223 + 522 = 23z — 10.

34 Gymnase de Burier
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1.7 Exercices

1.1
Substituer successivement les trois valeurs numériques dans I'expression proposée, puis cal-
culer. '
1) —22—x+3 a) = —2 b) z=3 c) T=5
1
2) ¥ —22%+=x a) x=-1 b) z=2 c) T=—3
2
— 2
3) % a) = —2 b) z=3 c) z=g
1.2

Effectuer et réduire:

1) 3+ (22 +y?) 8) (a3 —22% —5) — (—42® — 1)

2) 3—(zz+y°) 9) (a3 — 222 — 5)(—da® — 1)

3) 3(zz+y7) v 3u  Sv

4) (2a+b—c)+ (3a—b+c) 10) <U+Z>+<Z_E>

5 2a+b—c)—(3a—b+c) 11) AT 3u  5v

6) (2a+b—c)(3a—b+c) ( 4> 3<4 . 6)

7) (2% —22? —5) + (=423 — 1) 12) <U+Z> (Z—€>
13

| Soient les polynomes
a(r) =32 —4x+3, plr)=2*+22" 22> —42+17 et qz) =22 32> —5x+18

1) calculer et réduire au maximum (a(z))>

2) calculer p — ¢

3) déterminer le degré du polynéme p - ¢q

4) déterminer le coefficient du terme de degré 7 du polynéme p - ¢

5) déterminer le coefficient du terme de degré 4 du polynoéme p - g

=
N

Effectuer et réduire:

1) (a+0b)? 5) (a—0b)3

2) (a —b)? 6) (a—0b)(a®+ ab+ b?)
3) (a+0b)(a—0b) 7) (a+b)(a® — ab+ b?)
4) (a+b)?

36 Gymnase de Burier
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Effectuer et réduire:

1) (a+8)?

2) (y*—3b)°

3) (u—3)(u-+3)

4) (2m — 5n)(4m? + 10mn + 25n?)
5) (T—f)?

6) (4+2z%)°

Réduire au maximum.
1) (z—1)%—(y+1)°

2) ( (1 -2y
3 (3e+4v) ~ (3 4v)

1+2)° -

Réduire au maximum.

1) —(6ab®> —72%)(6ab® + 72?)
) (422 =7y — (a?
3) Bz —2y)° —
4) (2a-30)° ~ (2a

2

—30)°

2? +4y?)(r +2y)(z — 2y) — (27
33:—23/) +(@dz+y)dzr—y)—

—5y°)(42 +y°)
(4z+5y)° —22z—y)Bx—5y)
—(2a—3b)

3y)”
(x4+1)(z—1)—x(z+4)

4) 24y’ +Q2r—y)°’—2Q2z+y)(22—1)
5 Bz+y)Br—y)—Bz+2y)° — (-

6) (x+2)°—(z+1)°—

7) —y)+(z—y)° -

)

)

-4

(z+y)’+y@a+y)

(5x—3y)2+6y(y—3x)

20 —y)* 2z +y)’ — (z—2y)°(z+2y)° —15(z +y)(x — y) (2 + y?)

Gymnase de Burier
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1.8
[ Factoriser :
1) zy+vy 9) 3a?bc® — abc?
2) ma + ap 10) (2a + 3b)(2z +y) + (3a + 5b)(2z + y)
3,2 2.3
3) @’z” —ax 11) 3ab*c® — ab3c?
4) duv — 2uw
12) 2uv? + 8uv?® — 6utv
5) 642 + 4ab
— —3)2 _ —
6) 24125 — 36y 13) (z=3)(x+1)+2(x —3)*— (x — 3)
7) 2y + 8yt + 63323 — 29422 14) (u+v)? = (u+v)?
8) 15m"n? — 10m°n? 15) 2a(a —b) — (a — b)?
1.9
Factoriser :
1) a*b* —m? 12) 2y* —x
2) o' —y? 13) a®+2a+1
3) a2—1—16 14) 1+ 22? + 24
4) (a+0b)?— a2 15) a* 4 9b* — 6a*b
5) (ax +2y)? — (2z — 3y)? 16) 9z* + 16y* + 2422y
—p)2— 1
6) (a—b)—1 17) x2—x+1
7) 3a* -3
2 2
y .,y T
5,2 _ 003 18y W4t
8) 4x°y” — 9z ) 3 + 9 + 1
4_ g
9) a* = 19) (a+b)% —2(a+b)e +
10) a® —
0) @” = a 20) 522 — 10z + 5
ut ot
1) o~ 51 21) 22(a+b) +2(a+b)z +a+b
1.10
Factoriser :
1) 2* + 52+ 6 5) 922 + 62 + 1 9) 622 + 5z + 1 13) 4022 + 3z — 28
2) 2®+bx +4 6) 422 +5z+1 10) 2% — 22z + 85 14) a® +9a — 10
3) u? —6u+8 7) z? — 2x — 80 11) 22 +z+1 15) 2z% — bz — 2
4) x? — 2w — 35 8) 3y*+ Ty +3 12) 16u® — 72u+81 16) 4m? + 25m — 21
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1.11
Factoriser si possible les polynémes suivants.
1) 2%+ 19z + 18 5) 422 — 20z + 25 9) 822+ 6z + 1
2) 2 —4x+4 6) 2> —9 10) s2° —x+4
3) 222 +52 -3 7) a?—3
4) 322 -5z +2 8) 922 -5z
1.12
Factoriser
1) az + bxr + ay + by 9) a* —2ab+1V* — 1
2) a+b+ax+bxr+ay + by 10) 422 + 2z — 9% — 3y
3) ar —bxr —ay +b
) v 11) 14+ z+ 2%+ 23 + 2t + 2°
4) ar —4r + 4y — ay
12 48y —1
5) ar+x—a—1 ) 8y =8y +y
6) 2 +x—a2—1 13) 23 — 4z — 2* + 4
Yy xr Yz oz 4 3
¥ _r ¥z 14) 2a* — 3 — 2d® + 3
)31t 7 ) 2a @ rea
8) 10xz — 10z — 22 + 15) 622 4+ zy + 18z2 + 3yz
1.13
Factoriser :
1) 28 +22% + 2 6) x* —9z% + 2x — 18 11) 8 — T20%2% — a* + 9?
2) 9a® — ab? 7) Ty — 973y 12) ® + 9z — 27 — 32?
3) 1—(x—y)? 8) 2t + 323 — 8z — 24 13) 22 222t + 42222
4) (2% —1)? + 422 9) 2a3b — a®b* + b* — 2ab 14) 6x* + 132® — 132 — 6
5) (=3z+y)? — (4r —2)*  10) b — 15) 23y + 72y + 6y
1.14
Résoudre les équations suivantes.
1) je+2=1a-3 4) 1(8+2z)=x+4
o t=h_2-t
2) 3x48=2(x+4) ) 5 =5
44—z
3) 22 +5=3(7T—42) 6) 3z — 5 =z—3
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1.15

Résoudre les équations suivantes.

1) 22 -3z2+2=0 5) —z* +30x —209 =0
2) 12 —52x+4=0 6) 222 -5z —2=

3) 2 —4x+5=0 7) —32*+z+6=0
4) 22 +62+9=0 8) 222 =146

.16

Résoudre les équations, sans rien développer, mais en factorisant.

1) 22-9=0 6) (z—1)(2*+1)=0

2) 422 —1=0 ) 42 =4x+4

3) (£ —27-9(z—2) = 8) 22 —9—4(xz—3)=0

4) (2> —x —6)(x+5) =0 9) (46> —=3(x+6)+2=0

5) 2t =52 4+4=0 10) 23 +222 —2—2=0
117
__Résoudre les équations, sans rien développer, mais en factorisant.

1) (22 -8z +12)(z+2)° =0 5)z(z—2)+(x—3)(z—2)=0

2) (x—3)(z*—4) = 6) 62° =32 -T2z

3) ad +222 —4x =8 7) 23+ 322 =92+ 27

) )

4) 222432417 - (222 —42-1>=0 8) (z—1)(z—2)(x —3) == (22— 9)

p—t
04

1) 2* — 1322 +36 =0 5) (2217 =2 —=1)+1=0
2) 21 —1=0 1 2
6) 5—--3=0
3) 2t +222+1=0 ez
4) 25— 723 -8=0 ) (22 =52+6)7 —2(2—5x+6)=0
19
Résoudre les équations suivantes par factorisation.
1) 22 +22*—2-2=0 3) 4a° — 1221 +92° =0
2) @ =327 —4x+12=0 4) 1623 — 1622 —4x+4=0

40
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1.20
Effectuer la division euclidienne de A(z) par B(z) dans chacun des cas suivants et poser

I’égalité fondamentale correspondante :

1) A(lx) =2*-32*+2 -5, B(x)=2*>-3

) A(z)
3) A(z) =2+ 2*+1, Bx)=2*>—-z+1
4) Alx) =27 —42® + 22° + 2* — 322 + 22— 6, B(z) =2°—3
5) A(z) =2 —2*+1, B(x)=22°+1
6) A(xr) =x° —32% +22° + 52, B(z)=z+2
1.21
| Effectuer Ia division euclidienne du polynéme A(z) par le polynéme B(x).
1) A(z) =32 =723 - 182> + 280+ 24, B(xr)=32>+8x+4
2) A(z) =122+ 4723+ 1022 + 12, B(z)=-32> -8z +6
3) A(z) =2 =32 +2+5, B)=-2"+z-1

N

1.2

Déterminer le polyndme tel que le quotient de sa division euclidienne par 2a? 4 1 soit
522 —3x+1etlereste 1 — .

1.23
Déterminer le quotient et le reste de la division en utilisant le schéma de Horner.
) 2 +23+22+2+1 par z—1
2) 2°+1 par z+1
3) 32° —8at +T7ad+ 2> —5x+6 par x+2

1.24

En utilisant Horner, calculer le reste de la division de A(x) par le polynéme B(z).
() =423 -102>+ 11z -5 et Bzr)=xz-1

1) Az
2) A(z) =9az*+ 2% —2+2+2 et B(z)=z+2
3) A(z) =42 —522+32x -7 et B(x)=x+3
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1.25
Déterminer, sans effectuer la division, le reste de la division euclidienne de A(z) par B(x)
dans les cas suivants :

1) A(x) =22 —2*+5x—1 B(z)=2-3

2) Alx)=2"—x2+1 B(x)=x+2

3) A(z) =2 —-27 B(z)=x—-3
1.26

Montrer que 2% — 6 2% + 152% — 2023 + 152% — 62 + 1 est divisible par z — 1.

127

] Je suis un polynéme de degré 5 et possede les propriétés suivantes :
e je m’annule en 0 et en 2,

e je suis divisible par z + 2,

e r — 3 apparait dans ma factorisation,

e le reste de ma division par x + 3 est égal a —630,

e mon évaluation en x = 1 est égale a 6.

Qui suis-je?

1.28

Factoriser le polynoéme :
1) P(x) =22* — 323 — 3522 — 9z + 45 sachant que P(5) =0 et P(—3) =0,
2) P(x) = 2z* — 923 + T2* + 6x sachant que 2 est une solution de ’équation P(zx) = 0.

1.29

Factoriser :

1) z* + 223 — 5% — 6 2) 2%+ 3z* — 162 — 48 3) 6zt —52® — 2322+ 200 — 4

1.30

Décomposer les polynoémes.

1) 22+ 92 + 112 — 21 3) 2° — 2" — 62° + 42 + 8«
2) ' +223 - 1622 — 22+ 15 4) 25 — 32t — 2123 + 4322 + 96 x — 180
1.31

Résoudre les équations.

1) 2 +22° — 422 =52 —-6=0 3) 352 +4722 +13x+1=0
2) zt =723+ 182 — 200 +8=0 4) ®+ 522 —8x—48=0
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1.32

On considere le triangle ABC' rectangle en A dont les dimensions sont données sur la figure
en fonction de x.
B

5r + 5
5 + 3

2r + 4

Quelles sont les dimensions possibles pour le triangle ABC'?

33

1) La longueur du c6té d'un carré est x en cm. L’aire de ce carré augmente de 11 cm? si x
augmente de 1 cm. Calculer x.

2) L’aire d’un carré augmente de 147 cm?

cotés. Déterminer z.

si I'on double la longueur = de chacun de ses

.34

On veut construire une boite sans couvercle a partir d'une feuille rectangulaire de 20 cm
sur 30 cm en découpant de chaque coin un carré d’aire 22, et en relevant les cotés.
Montrer qu’il y a deux facons de construire une telle boite d’un volume de 1 000 cm?.

.35

Un jardin rectangulaire a pour dimensions 30 m sur 20 m. Une allée de largeur uniforme
fait le tour a l'intérieur.

Quelle doit étre cette largueur pour que la surface de I'allée soit les g de celle du rectangle
entier ?
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1.8 Réponses

1.1 1) a) 1 b) -9 ) %
16
9 4 b) 2 ——
) a) ) ) ~57
6 2
3) a) g b) indéfini C) — ﬁ
1.2
1) 34+zz+y? 8) 5a” —2a —4
o 2
2) 3—xz—y 9) —425 4+ 82° + 1923 + 222 + 5
3) 3xz+3
) Y 2lu — Tv
10) ——
4) ba 12
5) a2 2 3u + 130
11) 1
6) 6a® —b* — c* + ab — ac + 2bc
, , 12) 36u? — 31luv — 100
7) —3x° —2x* —6 48
1.3
1) 9% — 242% + 342 — 242+ 9 4) 2
2) e+t +ar—1
3) 7 5) 6

Remarque p-q =2z + 2% — 1525 + 62 + 9223 — 67 2% — 157 + 306

1.4
1) a® + 2ab + b 5) a® — 3a®b + 3ab® — b?
2) a* —2ab+?
6 3 _ 13
3) a* —b? )@ =b
4) a® + 3a*b + 3ab® + b? 7) @+
1.5
1) a2+16a+64 7) 27+y
2) y12 9y8b+ 27y — 27h 8) x
3) u? 9) 3+ 9t2u5 + 27tu' + 27u!®
4) 8m3 —125n3 10) 42 — 28x + 49
5) 49 — 14f + f? 11) % — ¢
6) 64+ 9622 + 482* + 82° 12) a® — 9a*b + 27ab* — 2763
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1.6
1) 22 —y*—2x -2y 6) —22% —2x
2) 4z 7) 2?
3) zy 8) 4x?y*—20y*
4) 4> 9) 0
5) —a? —6xy — 149> 10) O
1.7
1) —36a%b* + 49 2°
2) —57x%y3 + 1221 + 499° + 59° + 20 2%y?
3) —192% — 26 vy — 31 ¢>
4) 8a®* —36a*h+54ab® —4a* —276* +12ab—9b*> —2a+ 3D
1.8
1) y(z+1) 9) abc*(3a — ¢)
2) a(m + p) 10) (22 + y)(5a + 8b)
3) aa*(a — ) 11) abc*(3bc — 1)
1) 2u(2v —w) 12) 2uv(v + 4v* — 3u)
5) 2a(3a + 2b)
6) 12y2%(2y%2® — 3) 13) 3(z —3)(@ - 2)
7) 2y2% (23 + 4y2? + Yz — yP) 14) (u+wv)*(u+v—1)
8) 5m°n?(3m?* — 2n) 15) (a —b)(a + b)
1.9
1) (ab—m)(ab+ m) 12) z(2*y?* + 1) (zy + 1) (zy — 1)
2) (¢* —y)(=* +y) 13) (a+ 1)?
3 (a-7) (o+7) 14) (14 a2)?
4) (a+b+a)(a+b—z) 15) (a* — 3b)?
5) (ar + 2x — y)(ax — 2z + Hy) 16) (322 + 4y)?
6) (a—b+1)(a—b—1) 1\?
7) 3a+ 1)(a—1) 17) (a-3)
8) 2’(2xy + 3)(2wy — 3) 18) (5 +5)?
9) (a®+0%)(a+b)(a—Db) )
0) a(a+1)(a+1)(a—1) 19) (a+b-c)
u? v\ fu v\ fu v 20) 5(z —1)*
D (%*a) (5+3)(-3) 21) (a+b)(z + 1)’
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1.14

1) 2 =-23

2) x=0

3) z ==

1.15

1) Ir = 1 T = 2
2) T = 1 Ty = 4
3) Pas de solution
4) x

5) l‘l—l]_ ZL‘2—19
1.16

1) §={-3;3}

2) S={-313

3) S = {211}

4) § ={-5;-2;3}
5) S ={—2:-1;1;2}
1.17

1) §={-2;2;6}
2) §={-2;2;3}
3) S={-2;2}

1) §={-%0:;
1.18

1) T = —3, To 3 = :i:2, Ty = 3
2) .’,171:—1,372:1
3) Pas de solution
4) l‘1:—1,1‘2:2

1.19

1) S={-2;-1;1}
2) S={-2;2;3}

4) tout x est solution
5) t=18

5) § ={3:2}

6) S ={—4;0;6}
7S = {-3:3)
8) §=1{3:3}

3) § = {0:3
)S { 272a}
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1.20
1) Q(z) =2 —-3r+3, R(z) = -8z +4 4) Q(z) =2*—4x+2, R(z) = 2* — 10z
2) Q(z) = Ta? + 8z + 1, R(x) = 0 5) Qla) = 3o, i) = —a* = La* +1

3) Q) =a%+2° -2 +2+1, R(x) =0 6) Q(z) =a* —22° + 2 + 5, R(z) = —10

b(z) - (z* — 5z +6)
2) a(z) =b(x) - (—42*> —5x+2)+ (46 1)
b(z) (—a®— 2 +4) + (=32 +9)

1.22
Le polynome est 10z — 623 + 722 — 42 + 2.

1.23
1) quotient : z° +22? + 3z +4 reste : 5
2) quotient : z* — x® + 2> —x + 1 reste : 0

3) quotient : 3z* — 14 2% + 352% — 69 x + 133 reste : —260

1.24

1.26

En effectuant la division et en trouvant 0 comme reste,
ousi f(r) =2%—-62°+ 152 —202% + 1522 — 62 + 1, alors f(1) = 0.

1.27
Je suis z(x — 2)(x + 2)(z — 3)(2x — 1).

1.28

1) P(z) = (z —5)(x+3)(z — 1)(2z + 3) 2) P(z) =xz(zx —2)(z —3)(2x + 1)
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1) z(x+1)(x —2)(x + 3) 3) (x—=2)(x+2)(2z —1)(3x — 1)

1.30

(=1 (x+3)(z+7) 3) z(x —2)*(x+2)(x+1)
2) (x—3)(x—1)(z+1)(x+5) 4) (z—2)%*(x —5) (x +3)°
1.31

) (z—=2)(z+3)(a*+2+1)=0 S={-3;2}

2) (z—1)(z—2°=0 S={1;2}

3) (x+1)(5z+1)(Te+1)=0 S={-1;—-%; -1}

4) (z=3)(x+4)°>=0 S={-4:3}

1.32

On trouve x = 0 et x = 1. Les triangles ont pour dimensions 3, 4, 5 et 6, 8, 10.

1) z=5 2) =7

1.34
En choisissant z =5 ou x =15(2 — v/2)

1.35
La largeur de l'allée est de 2.5 m.
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2.1 Fractions rationnelles

Une fraction rationnelle est une fraction dont les numérateur et dénominateur sont des poly-
noémes

. . N polynome
fraction rationnelle =— = ————
D polynéme

Exemple 2.1.

2x 1 . i
———, —,x — 3 sont des fractions rationnelles.
22+ 8y x

2.1.1 Simplifications de fractions rationnelles

On ne peut simplifier une fraction rationnelle que si le numérateur N et le dénominateur D ne
sont constitués que d’un seul terme et s’ils ont un facteur commun.

N -B B
SiN:A-BetD:A-CalorsE:j—‘c:5
ATTENTION!
N _ A+B Fﬂx B
D A+C C
N A+B Fﬂx B
D A.C C
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Exemple 2.2.

x2+3x+2_

Simplifi
a) Simplifier p—

9 _
b) Simplifi =
) Simplifier Fr — 10

> —4dr+3

Simplifier ——— =
c¢) Simpli o o

52
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2.1.2 Multiplication et division de fractions rationnelles

On multiplie et on divise les fractions rationnelles en suivant le méme principe qu’avec les

fractions ordinaires.

P
Q
Exemple 2.3.
) 5 aty
a) /= — =
x3yS 10
b) 3x—6_2x+4:
r+2 x-—2
1
S O
¢) (z—1) x?2—4xr+3

d)

x2 T o242

o b

e’ +x—30  4dr4+24

>
I

O
Ol v

Sy

et

o

Ol v

| &

o
Sy

O

N

54
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2.1.3 Addition et soustraction de fractions rationnelles

Si deux fractions rationnelles ont le méme dénominateur, on obtient leur somme en additionnant
leurs numérateurs.

. . . N B | . L
Si les fractions rationnelles ) et @ n’ont pas le méme dénominateur, pour calculer leur somme,

1) on détermine un dénominateur commun R,

2) on les amplifie : N N et B _ Lk
D R Q R
3) on obtient ensuite leur somme en additionnant les nouveaux numérateurs et en conservant
le dénominateur commun
N B N B N+PB

D @ R TR R
Exemple 2.4.

a) 3x+6
r+2 x+2

4 r—8
24+6x+8 22—2—6

b)

3 r+1
2 —2x 4 —2x
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2.2 Equations rationnelles

Une équation rationnelle est une équation comportant une ou plusieurs fractions rationnelles.

Pour résoudre une telle équation :

¢ On détermine tout d’abord les valeurs a exclure en calculant les zéros des dénominateurs.

o En multipliant par le dénominateur commun, on obtient une nouvelle équation, appelée ré-
solvante, qui n’est pas équivalente a I’équation initiale, mais qui contient toutes les solutions

de I’équation de départ.

Exemple 2.5.
2

a) Résoudre 1'équation rte_°

T T+ 2

2x 3 243
b) Résoudre I’équati —

) Résoudre equalonx—1+x+1 o

58
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2.3 Isolation d’une variable dans une équation

Exemple 2.6. Vitesse moyenne

distance

On a la relation Vitesse = ————
temps

Donc, si V est la vitesse, d est la distance et t est le temps, on a
V=-
t

a) Résoudre la formule ci-dessus relativement a d.

b) Résoudre la formule ci-dessus relativement a t.
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Exemple 2.7. Aire d’un trapeze

L’aire S d'un trapeze de bases a et ¢ et de hauteur h est

donnée par
a—+c

2

S = h

a) Résoudre la formule ci-dessus relativement a h.

b) Résoudre la formule ci-dessus relativement a a.

62
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2.4 Systemes d’équations

2.4.1 Systémes linéaires d’équations

Lorsque I'on résout un systeme linéaire d’équations a plusieurs inconnues, on obtient un systeme
équivalent (c’est-a-dire qui admet les mémes solutions) lorsque :

e On permute deux équations.
e On multiplie les deux membres d’'une équation par un nombre réel non nul.

e On additionne ou soustrait deux équations membre a membre et 'on remplace I'une des
deux équations par la nouvelle.

e On substitue une inconnue : pour cela, on résout I'une des équations relativement a une
inconnue et ’on remplace dans les autres équations cette inconnue par I’expression trouvée.

Exemple 2.8.
204+ 3y = —4

Soit le systeme d’équations {
dr —y =6

1) Résoudre ce systeme a l'aide de la méthode par combinaisons linéaires (c’est & dire en
utilisant les trois premiers principes d’équivalence donnés ci-dessus).

2) Résoudre ce systeme a l'aide de la méthode par substitution.
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Exemple 2.9.
9r — 5y — 32 =2
Soit, le systeme d’équations § —2x + 3y + 2 =8
or+2y+22=14

1) Résoudre ce systéme a l'aide de la méthode par combinaisons linéaires.

2) Résoudre ce systeme a l'aide de la méthode par substitution.
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2.4.2 Systéme linéaire impossible ou indéterminé
Un systeme linéaire n’admet pas toujours une unique solution : il peut étre impossible ou

posséder une infinité de solutions. Dans ce dernier cas, on dit que le systeme est indéterminé
et on donne ses solutions a l’aide d’un ou plusieurs parametres.

Exemple 2.10.

1) Résoudre le systeme 2r+3y = 1
2) Résoudre le systeme 2z+3y = 1
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2.4.3 Systémes non linéaires

Pour résoudre un syteme non linéaire, on utilise la méthode de substitution.

Exemple 2.11.

Résoudre le systeme
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2.5 Exercices

2.1
Rendre les fractions rationnelles irréductibles:
54a3b3 2x — 2y x— 1z
) s 4) ) —
15a°b? 3y — 3x 4 4 203 + 22
_ 2,,2,.3 2 _ 2 2 _
%) 16u“v=w 5) a i ) 3z 21z + 36
—4udvw? (a—0) 222 — 122+ 18
r—1 2 — 16 x5 — 125
3 6) ———— 9) ———
)255—2 )x2—5x+4 ) 2 — 25
2.2

Effectuer et réduire:

1) a+7 a*—-1 ) 922 — 4 924 — 623 + 422
a—1 2a+14 322 —bxr +2 27x* 4 8z
2) r+5 , 22+10 2 —624+9 22 —2
T x-38 ) 2—-1  z-3
rT+y 2 2
3 - 6z —dxr —6  2x° — 3w
) (e . .

2 —4 T+ 2

22+z 2 — 22

4) 5u? + 12u + 4 u? —2u
z—1 23 9) 1 : 2
u* — 16 25u® + 20u + 4
5) T+ 2 . x?—4
20 —3 22?2 — 3x
2.3

Effectuer et réduire:

1) T +x+6 6) T 4 1 B 2
z+3 x+3 r+1 -1 22-1
%) T z+6 7)33—3 2x
zr+3 x+3 r+3 224+5x+6
6 3z 1 m 2m +1
_ Q) — — _
3) 2 —4 224 >m m2—1 m—m3
4) 2 n 9 ) 2y +1 _ 6y n 3
3r+1  (Bz+1)2 v+4ay+4 -4 y—2
5 2a—1 a++5 13 — 5z 3z 3z —5
© 10 -
5) a a? + a3 )6x2—6+x+1 3r — 3
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2.4

Effectuer et réduire:

b (5 -m) G

( N 2z ) ( 2z 2)} o 4a2?
T - -
x—2/) \x—2 22 —4

2)

4 20 — 1 x% — 92 (1 2x n 1 )
20 —1 2zx+1

Soit la formule de la loi de gravitation de Newton

mM

F:@.d2

ou F' est la force de gravitation, G la constante gravitationnelle, m et M les masses des
deux corps et d la distance entre les centres de gravité de ces corps.

1) Exprimer m en fonction de F', G, M et d.

2) Exprimer d en fonction de F'; G, m et M.

2.6

w
On rencontre en mécanique les formules W = F's, P = - et s = vt.

Exprimer P en fonction de F' et v.

2.7

1
On rencontre en mécanique les formules £ = mgh et £ = §mv2.

Exprimer v en fonction de g et h.

2.8
Résoudre les équations suivantes apres avoir déterminé leur ensemble de définition.
) r—1 3x-35 5) r 3z —4
20 —1 4dx—2 r—1 (r—1) (v —2)
> +r+1 750 720
2) ———M— = 5) — +6=
) 20 +2 v ) x * )
1 1 3 1 6
3) +2=0 ) P
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2.9

Résoudre les équations ci-dessous:

r—4
T+ 8

1) =0

_9°=59

g2 —8g+15

203 — 8x? — 1

3) T 8 096:53:
r—5

1 -1
T+ _2x:x

2)

4

Résoudre les systemes d’équations :

r+y =1
g rrn !

rT—y

R

0 { T oy
.

1) 122 -5y =29
dr—3y=11

r+ y=19
2z -3y =11

122+ 11y =6
3y— 2xr=24

63x+ Ty=273

20+ 3y=4
3y+10x =40

21z + 8y+66=0
287 — 23y — 13 =0

d
)1
{ 72+ 14y = 330
)|
i

Résoudre les systemes linéaires ci-dessous:

6) 4x r 12
r+3 -3  22-9
t 2 8

7

>t—2 t+2 t2 —4

8)x+4 1 4
T r+4  x2+4x
1 5 4

9 -

>x—x 24+ -1
20 —4y =2

4){ r—2y =1

5) 2x4+4y =5
r+2y =2

6) 2z4+3y =4
or+6y 10

10)

2x4+3y+22=41
8r+5y =31
Ty =21

2¢ —3y+22=41
Sr+ 3y =10—-=z2
9z =27

Tr—4y—52=>56
3y—2z=13
Sr —3y =22

r+y+ z=25
rT—y+ z=25
x +22z2=2y—-10
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r— y— 2=6 20 4+3y+42=47
11) r—2y—32=10 14) § 3z4+5y—4z=2
Sr+6y+ z2=2 dr+Ty—22=31
3z—-2y— x=17 20+ y— z=1
12) ¢ 2y+3z—2x =236 15) r+2y+ z2=38
S5r+2y— z=10 3x— y+22=7
3r— y+ 2=29
13) r+3y+302=6
r— y+ z=17
2.12
Résoudre les systemes suivants:
T+ y=29 2? +y? — 22— 2y =23
b {xz— 2_9 3) ’ '
Y 2r—y=—4
1+1_11
2){ x y 10 " 2?24+ y? — 8z — 8y =193
r+ y=11 2?2 +y? 4+ 122 — 8y = —27
2.13
Résoudre les systémes suivants:
2oy — 3y= ? +y? =34
1) 2 g ) _ __
y? —4dxy=—15 ry — (r+y)=—13
v_y_>5 il
2y = 6 4) § a2y
x4+ y=30 zy+ 1=0
2.14

Une personne échange des pieces de 2 francs contre des pieces de 5 francs. Pour la méme
somme, elle a alors 102 pieces de moins qu’auparavant. Quelle est cette somme ?

.15

Une bouteille et son bouchon cotitent 105 francs. La bouteille cotite 100 francs de plus que
le bouchon. Quel est le prix du bouchon? Quel est le prix de la bouteille ?

.16

La relation entre la température ¢ sur 1’échelle Celsius et la température f sur 1’échelle
Fahrenheit est donnée par ¢ = 2 - (f — 32).

1) Donner la température qui s’exprime par le méme nombre dans les deux échelles.

2) Pour quelle température le nombre lu sur ’échelle de Fahrenheit est-il le double du
nombre lu sur 1’échelle de Celsius ?
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2.17

Jean dit a Pierre : "Donne-moi cinq de tes billes et nous en aurons autant I'un que 'autre”.
Celui-ci répond : "Donne m’en dix des tiennes et j’en aurai le double de ce qu’il te restera”.
Combien chacun avait-il de billes ?

2.18

La somme des chiffres d'un nombre entier de trois chiffres est 18. Si ’'on permute le premier
chiffre(depuis la gauche) et le deuxiéme, le nombre augmente de 180. Si 'on permute le
deuxieme et le troisieme chiffre, le nombre augmente de 18.

Quel est ce nombre ?

2.19

Un téléphérique pratique les tarifs suivants : montée CHF 22.50, descente CHF 15.-, aller-
retour CHF 30.-. Pendant une journée, on a encaissé CHF 19650.- pour 680 montées et 520
descentes. Combien de billets de chaque sorte ont-ils été vendus?

2.20

Un capital de CHF 330740.- est divisé en trois parts placées a 4%, 5% et 6%. Apres une
année, on ajoute les intéréts a chaque part et on remarque qu’on obtient trois fois la méme
somie.

Quelles étaient les parts initiales ?

2.21

Un libraire détient un certain stock d’un ouvrage. S’il vendait chaque exemplaire a 8 francs,
il ferait un bénéfice de 90 francs. Mais, obligé de liquider le stock a moitié prix, il perd au
contraire 90 francs.

Combien d’exemplaires de cet ouvrage détient-il ?

2.22

Les diagonales d'un losange different de 5 cm. Si 'on augmente la petite diagonale de 2 cm
et que 'on diminue la grande de 3 c¢m, son aire diminue de 4 cm?.
Que mesurent les diagonales de ce losange ?

2.23

Le périmetre d'un triangle rectangle mesure 110 m et 'un des cotés de son angle droit, 10
m.
Quelles sont les mesures des deux autres cotés de ce triangle ?

2.24

L’aire d'un champ rectangulaire est 31280 m?. Si I'on augmentait chacune de ses dimensions
de 1 m, laire serait augmentée de 472 m?2.
Quelles sont les deux dimensions ?
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2.6 Réponses

2.1

18)
5a2
4ow

2)7

N —

6z + 11
(3x 4+ 1)2

3a®> +2a+5
a3

10)

T+ 4

22+ 5x+ 25
T+5

(w2 +4)(2 + bu)

z—1
r+1

22 —3x—6
(xr+2)(x+3)

2
(m+1)(m—1)

y+5
(y +2)?

1222 — 192 + 23

6(z + 1)(z — 1)
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2.4
1) z+3
z

e

Fd?
2.5 1) m= e
26 P=Fv
2.7  v=+/2gh
2.8

1) ED ={z#1}; 8= {3}

2) ED ={x #

1} S = { 2\/3’—1—1—
3) ED={x# -3etax#—-1}; S = {

j
-3}

5) ED={x #0etx#5}; S ={-2525}

6) ED={x #6}; S={-3,18}
2.9

1) S = {4}

2) S = {0}

) E
)
)
4) ED={x #1et x #2}; S = {4}
)
)

u—3
3) u(l —u)
2(z —y)

Y - (22 +1)2(2z — 1)

GmM
2) d—UT

5) S ={-3}
6) S = {1;4}
7)S=10

8) S ={-3}
9) S = {2}
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2.11

1) §={(2-1)} 9) S={(51-5)}

2) §={(%:%)} 10) S ={(20;10;-5)}
3) §={(-& %)} 11) S ={(3;-2;-1)}
4) §={(43)} 12) § = {(%; 38, 2)}
6) S={(-2-3)} o
7) S = {(2:3;14)} 14) = {(-%:15¥)}
8) 5 ={(3;-510)} 15) §={(1;2;3)}
2.12

1) §=A{(5:4)}

2) §={(1;10); (10; 1})

3) S ={(-3;-2);(1;6)}

4) S ={(-11;4)}

2.13

1) §={(23)}

2) S ={(-60;90); (18;12)}

8) § = {(=5:8); (3 —5); (2 + V132 — VI3); (2 — VI3:24 VI3)

4) S={(-1;1);(1;-1)}

2.14

La somme est égale a 340 francs.

2.15

La bouteille cotite 102.50 francs et le bouchon cotite 2.50 francs.
2.16
1) —40 2) 160 °C

2.17

Jean avait 40 billes et Pierre avait 50 billes.

2.18
Le nombre est 468.

2.19

220 montées, 60 descentes et 460 aller-retour.
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2.20
CHF 111300.-; CHF 110240.-; CHF 109200.-

2.21

Il détient 45 ouvrages.

2.22

Les diagonales de ce losange mesurent 12 cm et 17 cm.

2.23

Les deux autres c6tés du triangle mesurent 49.5 m et 50.5 m.

2.24

Les deux dimensions sont 391 m et 80 m.
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Chapitre 3
Fonctions (1% partie)

3.1 Ensembles et intervalles

3.1.1 Ensembles

Une collection d’objets est un ensemble si 'on peut dire avec certitude si un objet donné
appartient ou non a l’ensemble.

Si ’élément = appartient a 'ensemble E, on écrit x € F.
Si I’élément x n’appartient pas a ’ensemble E, on écrit x ¢ F.

Si tous les éléments d'un ensemble A appartiennent a ’ensemble B, on dit que A est un sous-
ensemble de B. On note A C B et on lit « A inclus dans B ».

L’ensemble vide se note () ou { }.

Un ensemble est toujours un sous-ensemble de lui-méme (A C A).

Ensembles de nombres

Ensemble des entiers naturels :

N:

Ensemble des entiers (relatifs) :

7 =

Ensemble des nombres rationnels :

Q=

Ensemble des nombres réels :

R =
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Exemple 3.1.

1
a) v—1 et g ne sont pas des nombres réels.

b) En ajoutant une étoile & un ensemble de nombres, on ne considére que les nombres non
nuls de cet ensemble. Par exemple :

N* =

Définition d’un ensemble

On peut définir un ensemble en énumérant ses éléments ou en donnant une condition
d’appartenance.

Exemple 3.2.

Enumérer I’ensemble suivant : A = {x € R ‘ r =bn,n € N*}

Opérations sur les ensembles

Soit A et B deux sous-ensembles d’un ensemble F.

L’intersection de A et B est le sous-ensemble
de E des éléments qui appartiennent a A et a B.
On note AN B et on lit A inter B.

L’union de A et B est le sous-ensemble de F
des éléments qui appartiennent & A ou a B (ou
aux deux).

On note AU B et on lit A union B.

La différence entre A et B est le sous-ensemble
de F des éléments qui appartiennent a A, mais
pas a B.

On note A\ B ou A — B et on lit A moins B.
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Exemple 3.3.

On donne A = {a;b;¢;d} et B ={c;d;e; f}. Enumérer AN B,AUB et A— B.

3.1.2 Intervalles

Si a et b sont deux nombres réels avec a < b, on note :

o[a;b]:{xER‘agxgb} -[a;+oo[:{x€R’a§x}

.]a;b[:{xER‘a<x<b} o]—oo;b[:{xER‘x<b}

o [g;0[={z€eR ’ a<x<b}

Remarque 3.1.
a) On a Ja;b[= [a;b] — {a; b} et Ja; 0] = [a; 0] — {a}.

Z.

b) Attention : [—1;5[# {—1;0;1;2;3;4}, mais {—1;0;1;2;3;4} = [-1;5[N
Exemple 3.4.
Représenter graphiquement les ensembles suivants :
a) A=[-2;5]

5 5 2 3 2 10 1 5 5 4 5 6
b) B =] —1;3]

R R R R U R
c) C =[-2;4+0]

R R R R U R

1
(o))

1
o1

1
N

1
w

1
N

1
H
o
-t
N
w__
N
(J'I__
(o]
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3.2 Fonctions

Une fonction (ou application) d’un ensemble D vers un ensemble A est une correspondance
qui associe a chaque élément de D un et un seul élément de A.

La fonction f de D vers A se note :

f: D — A
z — f(z)

o D est appelé ’ensemble de départ de f et A 'ensemble d’arrivée de f.

o L[’élément f(x), unique correspondant de x par f, est appelé I'image de z par f.

o Une formule permettant de calculer les images f(z) est appelée 'expression fonctionnelle
de f.

Une fonction est dite réelle si D et A sont des sous-ensembles de R.

Exemple 3.5.

Soit la fonction f dont le diagramme sagittal est le suivant :

a) Enumérer les ensembles de départ et d’arrivée.
b) Déterminer f(—1), £(0), (1), f(2), f(3) et B={wx € D | f(z) =1}.

c¢) Trouver 'expression fonctionnelle de f.
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3.2.1 Graphe d’une fonction

Le graphe d’une fonction f est 'ensemble des couples (z; f(z)) ou x € D. En général, on re-
présente le graphe d’une fonction dans le plan muni d’un systeme d’axes Oxy. La représentation
graphique de f est également appelée graphe de f.

Exemple 3.6.

a) Soit la fonction f donnée par :

O] N T T
B | e
e a—) T 3 >
oS e S
b) Soit la fonction g : Ry — R définie par g(z) = /.
Représenter graphiquement cette fonction.
: A : : : : :
B : : : : :
B I e e R A A A
A A S S S R
...-------2- ...... Lemmmm= ? ...... dammmm- JE ------ F .- Ji-------l-.--.-.l.------l--.--.-;..-
B | I R R A A
; i 4 L>
‘I 1 27 3: 4 5: 6 7 8 9 10
-1 s R I R S
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3.2.2 Equation cartésienne du graphe

Les points du graphe de f sont les solutions de I’équation y = f(z), appelée équation carté-
sienne du graphe de f.

Par exemple, reprenons la fonction g : Ry — R définie par g(z) = /2 (exemple 3.6, point b).
Le graphe de g est d’équation y = /.

Remarque 3.2.

Une courbe donnée par son équation cartésienne en x et y peut étre le graphe d’une fonction,
mais ce n’est pas toujours le cas!

Exemple 3.7.

a) La courbe d’équation 3x — 4y — 6 = 0 est-elle le graphe d’une fonction ?

b) La courbe d’équation x? + y? = 25 est-elle le graphe d’une fonction ?
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3.2.3 Fonction donnée par son expression fonctionnelle

Si pour une fonction réelle f, la relation fonctionnelle f(z) est donnée sans préciser les en-
sembles de départ et d’arrivée, on choisit :

e A =R comme ensemble d’arrivée
e Le plus grand sous-ensemble D de R possible comme ensemble de départ.

D est alors appelé ensemble de définition de la fonction f et est noté ED(f).

a) Soit la fonction f définie par f(z) = /3 — . Donner son ensemble de définition et la
représenter graphiquement.

L. ..... 5.. .................................

L. ..... 4. .................................

L.. ..... 3, .................................

"""""" N A S S R R B

....................................... 41.-..

S — a* 2, 1' L 2 3 4 s
r+1

b) Soit la fonction g définie par g(z) = T Donner son ensemble de définition et la repré-
x

senter graphiquement.

: R : :
AT R R - A
T T e ] s S S S R
T T T e - R S S S R
0 S R ) R R S S A
S TR St M ) R B S S A
B S | B L - - i
S R s S s S
e R .............. ..........
R R R 3 ------ L ﬁ -------------- .- ------ -
S S S SR SOV SO ) e S ......
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3.2.4 Zéros et indéfinitions d’une fonction réelle

Soit f une fonction réelle.

« Un nombre réel x = a est une indéfinition de f si f(a) n’est pas défini.

o Un nombre réel © = a est un zéro de f si f(a) =0.

Pour une fonction f donnée uniquement par son expression fonctionnelle, on a donc
ED(f) =R — { indéfinitions }

Exemple 3.8.

a) Déterminer ’ensemble de définition et les zéros de la fonction f définie par

x> —5x+6
f(x)_x2+3x+5

b) Déterminer I'ensemble de définition et les zéros de la fonction g définie par
x—6
8—x

g(x) =

Remarque 3.3.
a) Les zéros de f sont les solutions de 'équation f(z) = 0.
b) Les zéros de f sont les abscisses des points d’intersection du graphe de f avec I'axe Ox.

¢) Si z = a est une indéfinition de f, le graphe de f ne coupe pas la droite verticale x = a.
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3.3 Fonctions affines

Une fonction affine est une fonction du type f(x) = mz + h ou m,h € R

Propriétés d’une fonction affine

o Le graphe d’'une fonction affine est une droite.

o m est la pente du graphe de f :
Y2—U
To — X1 )

si (x1;y1) et (x2;y2) sont deux points du graphe de f, alors m =

o hest 'ordonnée a l'origine de f :
H(0; h) est I'intersection du graphe de f avec I'axe Oy.
e A toute droite non verticale est associée une fonction affine.

Exemple 3.9.

Soient les fonctions affines f et g définies par :
o f(x)=—-2x+3

e g(—5)=—-5et g(l)=—1.

a) Représenter graphiquement f et g.

b) Déterminer 1'expression fonctionnelle de g.

c¢) Calculer les coordonnées du point d’intersection des graphes de f et g.

NN SN SO OO JOURR SOVOOS SURIOS DOUIOS SUUOOE SUONE
- e e
L s R S E] N R R S
[ - R
B R S e S S
e A [ St S S o
L A S ' A S B
e B e e T e e
[ S S A = R B A
S N S S s S R s B A
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3.4 Fonctions quadratiques

Une fonction quadratique est une fonction du type

f(z)=ax* +bx+coua,bccReta#0

Propriétés d’une fonction quadratique
o Le graphe d'une fonction quadratique est une parabole.

o Cette parabole est

Convexe (ouverte vers le haut) si a > 0 Concave (ouverte vers le bas) si a < 0

e Soit A = b? — 4ac le discriminant de f. Rappelons que la fonction f posséde les zéros
suivants :

a) A <0 : aucun zéro

b) A =0 : un seule zéro (double) z; = 5
a

—b— VA —b+ VA

c¢) A>0:deux zéros 11 = ——— et x9 =
2a 2a

e Le graphe d'une parabole admettant un zéro double x; a pour équation cartésienne
y = a(r —x;)?
o Le graphe d’une parabole admettant deux zéros distincts z; et x5 a pour équation cartésienne
y=alx —z1)(x — 3)
2a da

o Le graphe d'une parabole de sommet S(p; ¢) admet pour équation cartésienne

b —b —A
« Le sommet de la parabole est donné par S(p;q) avec p = 5, et q=f < ) =
a
y=alx—p’+q ou y—q=a(zr—p)°

o cest 'ordonnée a l’origine de f : (0; ¢) est 'intersection du graphe de f avec Oy, deuxieme
axe de coordonnées.
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Exemple 3.10.

a) Déterminer les zéros et le sommet de la fonction f définie par f(z) = 22* + 42 — 6.

b) Déterminer la fonction quadratique g de sommet S(3;4) et dont 1 est un zéro.

¢) Déterminer la fonction quadratique h possédant les zéros —1 et 3, passant par A(0; —9).
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3.5 Exercices
3.1
__Soit A la partie de N définie par A = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
Donner en notation énumérative les parties suivantes de A:
a) B={x € A |z est un multiple de 3}.
b) C={x € A | x est un diviseur de 24}.

¢) BNC,B—C,(A-B)n(A-C).

3.2
_Expliciter les ensembles suivants :

a) A={reR|2*+z=0}

b) B={x € R |il existe y € N avec (z* = y?)}
c) C={zxeR||jz+1] =2}

d) D={zeR|2*=uz}

e) E={xe€Z]||z+3| <2}

3.3
Soit 'ensemble E = {1;2;3;4;5;6;7;8;9;10}. Trouver quatre sous-ensembles A, B, C et
D de E tels que:

- AUC ={1;2;3;4}

-~ CUB={4;5;7}

- ENnD ={6;8;9;10}

3.4
Déterminer la partie £ de N qui satisfait aux conditions:
- B C{1;2;3;4;5;6}
- E C{1;3;4;6;7;8}
- {1;3;4;6} C E

3.5

Trouver les parties A, B et C' de N qui remplissent les conditions:

~1eA ~(ANB)—C #0

- {2;4}nB=1 - (BUC)—A#0
~3€eANBNC -~ AUBUC ={1;2;3;4}
-4eAnC
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3.6

Déterminer les sous-ensembles A et B de Z qui remplissent les conditions:
— AU B ={1;2:3;4;5;6}

- ANB=1

— Pour tout x € A, il existe y € B tel que x —y = 1 et pour tout y € B, il existe x € A
tel que z —y = 1.

3.7

| Décrire les ensembles suivants a Paide d’intervalles
a) A={xreR | —3<x <5}

b) B={reR |4<z<5}

c) C={zxeR |z<1}

d) D={zeR | x>10}

e) E={xeR|z>—-2etx<2}

f) F=R

g) G=A{2}

38

Trouver deux ensembles A et B de Z tels que
a) AUB={0;1;2;3;4}et ANB={}
b) AUB={0;1:2:3;4} et ANB=4{2:3;4}

3.9
On donne trois intervalles I, J et K de R.
Déterminer INJ, INK, [ —(JUK), (I —J)U (I — K) dans les cas suivants.

a) I=[-3; 4] J=1[-2; 0] K=]-5; 3]
b) I=]—-4; 2] J=1[-2; 3] K=]-3;1]
c) I=]-5; 3] J=]-1; 5] K=1[-3; 4]

5.10
Soit D = {-2;—1;0;1;2}.
On considere les fonctions suivantes de D dans Q. Enumérer les éléments de f(D).
a) frxe—3x—5
b) frxr—a® -3

1
r+4

c) frx+—

z+1

d) f::p»—>x2+1
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3.11
Les correspondances suivantes sont-elles des fonctions ?
Justifier les réponses.
a) a: N* — N g g: R — R
r +— 3x—2 -1 siz<O0
T — 1 siz>0
b) b: N — N 0 siz=0
r +— bax—T
h) h: R — R
c) c: N — Q . -1 siz<O0
T —s 1 . 1 siz>0
r—3
d d: 7z — N iz No— N
—2r siz <0 r — -
Tz . ¢ —1
0 siz >0
j) 7: N — N
e) e: N — N 1
r +— 5x?2-5 ro 224+ 1
f)y f: N — N
r — z?2-1

3.12

Déterminer ’ensemble de définition D et les zéros éventuels des fonctions suivantes.

1 2 =7
a) f<x)_3;_3 g) f<x):(x—3)(x+4)
b) f(z) = — 5
3 ) f() = g
o —1
¢) fl@) =7~ D) fle)=vz—1
Q) f@)= i 1) = 2
e) f(rc)zjgif9 K) f(z) = vI—7
T r — 2
) fe) = - ) @)=
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3.3
On donne les fonctions f et g par leur graphe.

A

a) Peut-on dire que g soit définie par I'expression mathématique suivante ?

—f(x) sixz<0
g(x) = f(z) sizel0;2.5]
—f(x) sinon

b) Esquisser le graphe de la fonction
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3.14

La fonction f est donnée par le graphe ci-dessous.

Estimer en observant le graphe,
a) la valeur de f(0);

b) la valeur de f(—2);
¢) les valeurs de z sachant que f(z) =0;

)
)

d) les valeurs de z sachant que f(z) = 2;
)

e) les valeurs de a sachant que I’équation f(z) = a ne posseéde qu’'une seule solution. Quelle
est alors cette solution ?

f) les valeurs de z sachant que f(x) = x;

g) les valeurs de z sachant que f(x) = —x;

3.15

Représenter graphiquement les fonctions

flz)=—-22+6 et g(x):%x—i’)

puis, en s’aidant du graphique, résoudre les équations et inéquations suivantes.

a) f(x) =0 d) f(z) <0
b) f(z) = g(x) 0) fla) > g(x)
¢) fla) =z ) fla) > a
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3.16
Déterminer les fonctions associées & chacune des droites suivantes.

an
(e}

an
[@

[y
[y

|

1

e
|
D

3.17

Dessiner les fonctions suivantes sans utiliser de tableau de valeurs.

flr)=2x—3 fla)= =2 D
v a
4 1
4 ¥
¥ !
-i4 A4 4 A

Hs
HE
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T H 2

p
X

— — L i—i—

flx

f(a2)

o

+xi—1

=i

N

fix

Soit f la fonction dont le graphe est donné ci-dessous.

}2

1 1

1

P

FE N

JE s

tm -
|
|
|
|
|
|
|
|
|
i
|
|
|
|
1
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
ek BT
|
|

-t ----

318
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Effectuer l’exercice sans calculer ’expression algébrique de f.

a) Les points suivants appartiennent-ils au graphe de f?

(6;1) (8;2) (—2;1) (—2;0)
(1;6) (2;1) (—=2;-1) (5;?
(2;8) (2;-1) (—2;-3) (55 3)

(10 .....) (i) (s =1
(—1;.....) (i d) )
(0;.....) (i d) (—4;.....)

¢) Donner les images.

f(10) £(0) f3) 1)

f(=1) f(=3) f(7) F(F)
d) Résoudre les équations.

flz) =0 flx)=-3 f(z) = =2

OBy Fla) =3 fa) =5

3.19

Soit f la fonction donnée par f(x) = 8x + 11. Effectuer l’ezercice sans tracer le graphe de
f

a) Calculer.

f(2) £(0) £(3) f(2k)
f(=1) f(=3) f(=3) f(=3k +5)
b) Résoudre les équations.
fx) =19 flx) =5 flxz) =0
fla) =5 fla) =-11 fl) =%
c¢) Les points suivants appartiennent-ils au graphe de f 7
(2;13) (1;-3) (—5;6) (—11;0)
(2;27) (—3;—11) (—2;-5) (=3%)
(—1;3) (1;19) (0;0) (% —3)
d) Trouver les coordonnées manquantes pour que les points appartiennent au graphe de f.
(25.....) (%, ..... ) (v %)
(1;.....) (0;.....) (k;.....)
(—%; ..... ) (s 0) (s k)
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3.20

a) Déterminer la fonction affine dont le graphe passe par les points (—3;19) et (4; —2).
b) Déterminer la fonction affine f telle que f(2) =0 et f(5) = —12.

¢) Déterminer la fonction affine dont le graphe a une pente de % et une ordonnée a l’origine
de 1.

d) Déterminer la fonction affine dont le graphe a une pente de —2 et passe par le point
(3;—1).

e) Déterminer la fonction affine dont le graphe est une droite horizontale passant par (6;2).

f) Déterminer la fonction affine dont le graphe passe par l'origine et est parallele au graphe

. , _ 3 5

de la fonction g donnée par g(z) = Sz + 3.

g) Déterminer la fonction affine dont le graphe passe par le point (1;3) et est parallele au
graphe de la fonction g donnée par g(z) = 5z + 2.

h) Déterminer la fonction affine dont le graphe passe par les points (—2; —17) et (2;11).

i) Déterminer la fonction affine dont le graphe a une pente de —% et passe par le point
(1;—-1).

3.21

Dessiner les graphes des fonctions affines f(z) = mx + h telles que :

a) f(=1)=2,m= -2

b) f(0)=~1,m=}

¢) f(2)=0,m=-1}

d) f(3)=1,m=

¢) f(4)=5,m=
322

a) Calculer les coordonnées du point d’intersection I des deux droites dessinées ci-dessus.
b) Trouver la fonction f dont le graphe est la droite qui passe par 'origine et par I.

c¢) Trouver la fonction g dont le graphe est la droite paralléle au graphe de f et qui passe
par le point P(2;—1).
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3.23

Le gérant d'une piste de karting propose deux options a ses clients

e Option 1 : le client paie 45 francs la séance

« Option 2 : Le client paie un forfait (somme indépendante du nombre de séances faites)
annuel de 250 francs et 20 francs par séance.

a) Quelle est 'option la plus avantageuse pour un client faisant 8 séances de karting par
année 7 Justifier la réponse par calculs.

b) On désigne par = le nombre de séances que fait un client par année. Déterminer les
fonctions f et g qui donnent les dépenses pour x séances par année si I'on choisit les
options 1 et 2 respectivement.

¢) En choisissant 1'option 2, un client a payé en une année 630 francs. Calculer le nombre
de séances de karting effectuées pendant ’année, ainsi que le prix qu’il aurait payé s’il
avait choisi 'option 1.

d) A partir de combien de séances par année 1'option 2 devient-elle meilleur marché que
I'option 1 7

e) Une option 3 comportant un forfait annuel et un prix par séance est nouvellement
proposée. On sait que pour cette option, on paie 450 francs pour 10 séances et 750
francs pour 20 séances. Déterminer la fonction A qui donne la dépense en fonction du
nombre x de séances faites pendant ’année si 1’on choisit 1’option 3.

3.24

Un pere défie son fils au 100 metres en lui laissant un peu d’avance. Les graphes indiquant la
distance parcourue (en metres) par les deux personnes en fonction du temps (en secondes)
sont donnés ci-dessous.

100 Mdistance(m)
a) Combien de metres d’avance le oo}l A A
pere a-t-il laissé a son fils 7 A Y A
) , . L s e S B S A
b) Qui a gagné? Avec combien de se- : : : : ! ‘ ! ! ! :
condes d’avance ? (1 e E e S e
¢) Quelle distance les sépare lorsque PR DRSS S S AN
le vainqueur franchit la ligne d’ar- R A A T A
rivée 7 50 ﬁls ”””””””””””””””””””””””””””””””
d) Quelles sont les vitesses des deux 4o J
coureurs ? : : : : : : : : : :
T L e e S e e R A B S
e) Les deux personnes ont-elles été Y AU A
cote-a-cote 7 Si oui, a quelle dis- 20 {———i-/~ pere fffffff
tance de la ligne de départ du ‘
. SO 2N S S S S L S S
pere ? A
| temps (s) |

2 4 6 8 10 12 14 16 18
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.25

La résistance électrique d’un fil de cuivre s’exprime en Ohms (2). Elle est de 31 Q a 8°C
et de 27 2 a —24°C. On suppose que la résistance dépend de la température suivant une
fonction affine.

a) Exprimer la résistance R en fonction de la température 7.
b) Quelle est la résistance de ce fil & 40°C ? et a 16°C ?
¢) A quelle température la résistance est-elle de 36 2 7 de 20 Q ?

d) Exprimer la température 7" en fonction de la résistance R.

.26

Vous vendez des lecteurs MP3. Les frais fixes totaux sur une année s’élevent a 24’000 francs
et le prix de revient des lecteurs MP3 est de 95 francs par unité. Apres une étude de marché,
vous fixez le prix de vente a 125 francs par lecteur MP3.

a) Si vous produisez 1’000 MP3 en une année, quelles seront les charges totales ?
b) Vous produisez  MP3 en une année ; exprimer les charges totales C' en fonction de z.

¢) Si vous vendez 1’000 MP3 en une année, quel sera le chiffre d’affaires (revenu de la vente
des MP3)?

Vous vendez x MP3 en une année; exprimer le chiffre d’affaires R en fonction de x.

)

e) Représenter graphiquement les fonctions C' et R pour 0 < x < 2000.
) A quoi correspond l'intersection des droites qui représentent les fonctions C' et R ?
)

On appelle point mort le nombre d’objets vendus pour lequel les charges sont égales
au chiffre d’affaires et seuil de rentabilité le chiffre d’affaires qui couvre exactement
les charges. Calculer le point mort et le seuil de rentabilité de la vente des MP3.

27

Soit f la fonction dont le graphe est donné ci-dessous.

...........................................................................

114

Gymnase de Burier



CHAPITRE 3. FONCTIONS (1% PARTIE)

a) Les points suivants appartiennent-ils au graphe de f 7

(4;3) (—4;5) (=2;0)
(3;4) (—4;-5) (0; =2)

b) Trouver les coordonnées manquantes pour que les points appartiennent au graphe de f
(4;.....) (0;.....) (. 4)
(—4;.....) (..o 0) (i3 D)

¢) Donner les images.

f(4) f(=4) f(0) f(=2) f(8)

d) Résoudre les équations.
flx) = =5 f(xz) =0 flz) =4
flz) =5 flz) =3 flx) =7

3.28
Soit f la fonction donnée par f(x) = 2 + 2x — 15.
a) Calculer.
S(1) f(3) f(=3k+5)
f(=3) f(=%)
f(0) F(2Kk)
b) Résoudre les équations.
f(x) =20 f() =5
f(z) = —16 F() = —20
fw) =0 fla) = —1

c¢) Les points suivants appartiennent-ils au graphe de f 7
(=12;1) (—4;=7) (3:—%)

(1; —12) (=5;0) (3:5)
(12;-1) (0;0) (=5 =%

d) Trouver les coordonnées manquantes pour que les points appartiennent au graphe de f.

(1;.....) (cere; =T)
(25.....) (...o; —16)
(3,0 (cen37)
(—11;.....) (.oo;—21)
(0;.....) (k;.....)
(....;0) (ceons k)
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3

.29

Dessiner les graphes des fonctions f suivantes

8) f(z)=0 ) g(x) >0
b) g(z) =0 g) g(z) <0
&) f(z) = g(x)
D f) =0 h) f(z) < g(x)
&) f(z) <0 i) g(x) < -2
31

Déterminer les points d’intersection des graphes de f et de g.
a) f(z)=2> -5z +4 et g(x)=—4z+10

(r) =22° —4r + 3 et g(z) = 32> — 122 + 18

3.3

b) f(x)=2>+z et g(x)=22>-6
c) f(x

[\V]

Déterminer la fonction dont le graphe est une parabole

a) de sommet S(2;5) et dont le graphe passe par le point A(4; —1);
b) qui passe par les points A(—1;9), B(0;5) et C(2;15).
¢) q

33

tangent a la droite d’équation y = —4.
Donner alors les coordonnées du (des) point(s) de contact.

3.34

Pour quelle(s) valeur(s) de m 1’équation

2 +mr+3=zx

a-t-elle exactement une solution ?

s’aidant du graphe, résoudre les équations et inéquations données ci-dessous.

Déterminer pour quelle(s) valeur(s) de m le graphe de la fonction f(x) = 22

)
b) f(z)=22*—4x—2
Q) fla)= s 4
d) flz)=—-1a*>—z+4
30
| Dessiner les graphes des fonctions f(z) = 2? —x — 6 et g(x) = —2* + 22 — 2, puis, en

ui coupe 'axe Ox en x = —3 et x = 1 et qui est tangente a la droite d’équation y = 8;

+max+ 5 est
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3.35

Trouver 'expression fonctionnelle des 5 fonctions dont les graphes sont les paraboles ci-
dessous.

76 b o1 B 2 1
A L e e 1.4

3.36

La hauteur h (en m) au-dessus du sol d’un jouet fusée ¢ secondes apres son lancement est
donnée par h(t) = —16t* + 1201.
Quand (& un centiéme de seconde pres) la fusée sera-t-elle & 180 m du sol ?

.37

Une balle de baseball est lancée verticalement avec une vitesse initiale de 64 m/s. Le nombre
de meétres au-dessus du sol apres ¢ secondes est donné par s(t) = —51* + 64 t.

a) Quand la balle sera-t-elle & 59 m au-dessus du sol ?

b) Quand touchera-t-elle le sol ?

3.38

La distance qu'une voiture parcourt entre le moment ou le conducteur décide de freiner

et celui ou la voiture s’arréte est appelée la distance de freinage. Pour une certaine voiture
2

circulant a v km/h, la distance de freinage d (en m) est donnée par d(v) = v + ;}—0

a) Calculer la distance de freinage quand v vaut 55 km/h.

b) Si un conducteur décide de freiner 120 m avant un signal stop, a quelle vitesse doit-il
rouler pour s’arréter au bon endroit ?

3.39

Un objet est lancé verticalement vers le haut avec une vitesse initiale de v m/s; apres ¢
secondes il est a une distance s donnée par la fonction s(t) = vt — % gt*.
Si g = 9.8 m/s? et si la vitesse initiale est de 120 m/s, trouver :

a) le temps que met 'objet pour s’élever a 60 m au-dessus du sol

b) la hauteur maximale atteinte par I'objet et le temps requis
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3.6 Réponses

3.1

a) B=10;3;6;9}

b) C ={1;2;3;4;6;8}

c) BNC=4{3;6}, B—C={0;9}, (A—B)N(A-C) =157}

3.2

a) A={-1;0} d) D={-1;0;1}

b) B=Z

c) C={=31} e) B ={—5—4;-3;-2; -1}

3.3 A={1,2;3}, B={5T7}, C={4}, D =1{6;8;9;10}.
3.4 FE=1{1;3;4;6}
3.5 A={1;3;4}, B={1;3}, C=1{2;3;4}

3.6 A=1{2;4;6}, B={1;3;5}

3.7

a) A=[-3; 5] e) E=1[-2; 2]

b) B=1[4; 5] f) F=]—00; 40|

c) C=]—o0; 1] g) La notation sous forme d’intervalle n’existe
d) D=[10; +o0] pas

3.8

a) A={0;1:2} et B={3 ;4} par exemple
b) A={0;2;3;4} et B={1;2 ;3 ;4} par exemple

3.9

a) [=200  [=3:3] 34l [=3;-2[U[0;4]

b) [=22] =31 ]-4-3 ]-4-2[U[1,2]

o) ]-13[ [=33[ ]-5-3 ]-5-1]

3.10

a) f(D)={-11;-8;-5; —2;1} c) f(D)={-5-5—% %3}
b) f(D)={-3;-2;1} d) f(D)={-35:0;1;2}
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=R — {3}; zéro : -

=R —{3}; zéro: 0

=R —{-5}; zéros : —1,1
=R —{-2;2}; zéros : —1,1

=R; zéro : —2

1
f DZR—{—l;O};zéroszl;—§

O O o oU

3.13 -
3.14
a) f(0)=—15
b) f(=2) = —3.2
¢) f(x)=0<= e {-3;42}
d) f(z)=2<+= e {-33;4.8)}
64
5
4 <=
N\
EERE
3.15 .

f) non

g) oui

h) non

i) non

j) non

g) D=R—{—4;3}; zéros : VT, /7
h) D =R —{-2}; zéro : -
i) D =1[1;4+o00[; zéro : 1
j) D =] —5;+00[; zéro : 0
k) D =] — 00;2]; zéro : 2
1) D:}—oo;%[; 7610 : -

e) sia=-34;x=-17
f) f(z) =2 <z € {-24;5.3}

g) f(z)= -1 <=2 €{-3507}

a) x = d) >3
b) = = 3.6 e) r < 3.6
c) =2 f) <2

Gymnase de Burier

119



Cours lére année Math Standard

c) Non. Non.
Oui. Non.
Oui. Oui.

c) f(:c):—%:cqtl d) f(z) =2z -2

f(2k) = 16k + 11
f(=3k+5)=—24k + 51

w

S={-%}
S }

{5

N

Non.
Oui.
Non.

Gymnase de Burier



CHAPITRE 3. FONCTIONS (1% PARTIE)

3.21

e -
3.22
a) I(15;4) b) f(z)=F= ¢) flz) =Pz -2
3.23
a) Option 1; économie : 50 francs

)
b) f(z) = 45x; g(z) = 20z + 250

c) 19 séances; prix avec option 1 : 855 francs
d) A partir de 11 séances

)

e) h(z) = 30z + 150

3.24

a) 30 m;

b) le pére a gagné avec 2.5 s d’avance;
c) 10 m;

d) pere: 6.67 m/s; fils : 4 m/s;

)

e) cote a cote apres 11.25 s a 75 m de la ligne de départ du pere.

3.25

a) R= %T +30;

b) 350 & 40°C; 320 & 16°C;
c) 369 a 48°C; 2092 a —80°C;
d) T = 8R — 240.
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3.26
a) 119’000 francs;
b) C(x) = 24'000 + 95z ;
c¢) 125’000 francs;
d) R(z)=125z;
f) coiits = revenus;
g) point mort : 800 MP3; seuil rentabilité : 100'000 francs.
3.27
) Oui. Non Oui.
Non Oui. Non.
b) (4;3) (0;3) (2;4)
(—4;-5) (—2;0) ou (6;0) Impossible.
c) f(4) =3 f(=4) = =5 f(0)=3 f(=2)=0 f(8) = =5
d) §={-4;8} S ={-2;6} S ={2}
S=10 S ={0;4} S=10
3.28
a) f(1)=—12 f(3) = @ f(=3k +5) = 9k? — 36k + 20
f(=3) = —12 (=)=
£(0) = —15 F(2k) = 4k;2 Y4k — 15
b) S ={-7;5} S ={-1—-+21;—-1+ 21}
S={-1} S=10
S = {-5;3} S={-1-2V3;-1+2V3}
c¢) Non. Oui. Oui.
Oui. Oui. Non.
Non. Non. Oui.
d) (1;-12) (—4; 7) u (2,-7)
(2;-7) (—1;—16)
(1 -2 (-1 \/_ 3;7) ou (=14 +/23;7)
(—11;84) Impossible.
(0; —15) (k; k? 4 2k — 15)
(—5;0) ou (3;0) (=14 VI6 1k, k) si k > —16
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g

3.29

NP N

A

h) S= ]-0.85; 2.35]

i) S=]—00; 0] U[2; 400

»n »nn »n inn \»n

e e N N TR

&S]

el

&)

o)

<)
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3.31

a) I(—2;18) et J(3;—-2) b) I(—2;2) et J(3;12) c) 1(3;9) et J(5;33)
3.32

a) flz)=—322+ 6z —1

b) f(z) =32> -z +5

c) flx)=—22%—4r+6

3.33 a; = 6, point de contact (—3; —4), ay = —6, point de contact (3; —4)

3.34
my=14++v12, my =1 — /12

3.35
A
9.2
5 | Yy =22 —4x
4.
= —a? 4 100 — 22
y:%$2+4x+10
1.
7 6 -5 —4 -3 —2 —1 1 3/ 4 5 6 1
—1
y=—22% -2
e i
3.36

t = 715—2*/3 =207sett= % =5.43s

3.37
a) Apres 1 s et apres 11.8 s; b) Apres 12.8 s

3.38
a) 206.25 m; 40 km/h

3.39
a) t =0.51s
b) hauteur maximale : 734.69 m et le temps requis : 12.24 s
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Chapitre 4
Fonctions (2°™¢ partie)

4.1 Tableau du signe d’une fonction réelle

Soit f une fonction réelle.

Dans le tableau du signe d’une fonction f, on résume :
o les indéfinitions (notées ||)
o les zéros (notés 0)

o les intervalles pour lesquels la fonction f est positive (notés +) et ceux pour lesquels la
fonction f est négative (notés —)

Par exemple le tableau des signes

2
f@O] — [ + 0 -

indique que la fonction f admet

e un zéro en T = 2

o une indéfinition en x = —3

o lesigne + sixz €]—3;2[:la courbe y = f(z) est donc au-dessus de 'axe Oz pour = € | —3; 2|

o le signe — si & €] — 00; —3[U]2; +00[ : la courbe y = f(z) est donc au-dessous de 'axe Ox
pour z € | — 00; —3[U]2; +00]

Exemple 4.1.

Représenter un exemple de graphe d'une fonction f dont le tableau des signes est le suivant :

T -3 -1 2 3
f@l+ [ - 0 + 0 - [ -
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4.2 Multiplicité d’un zéro d’un polynoéme
Rappelons le théoreme vu lors de la présentation de la division euclidienne de polynémes :
x = a est zéro du polynéme P(z) <= il existe un polynoéme Q(z) tel que P(z) = (z—a)Q(z)

Il peut arriver que x = a soit encore une zéro du polynéme Q(z), et dans ce cas, il existe un
polynéme R(z) tel que P(x) = (x — a)™ - R(z) avec m > 2.

Le plus grand m pour lequel c¢’est possible est appelé la multiplicité de x = a comme zéro de
P(z).

Exemple 4.2.

Vérifier que x = —2 est un zéro du polynoéme P(z) = z° + 4z* — 1622 — 162 et déterminer sa
multiplicité.

Exemple 4.3.

Déterminer le polynéme R(z) qui possede les trois zéros suivants : © = —1 qui est double, x = 0

qui est de multiplicité 4 et x = 2 qui est simple. On sait de plus que R(1) = 8.
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4.3 Signe d’une fonction affine

Soit f(xz) = mx + h une fonction affine.

/

e

Exemple 4.4.

Etudier le signe des fonctions affines suivantes :

a) f(xr)=3x+3

N
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4.4 Signe d’une fonction quadratique

Soit f(z) = ax?® + bx + ¢ une fonction quadratique et A = b* — 4ac son discriminant.

o

A

Etudier le signe des fonctions quadratiques suivantes :
a) f(z)=—2*+3x+4

Exemple 4.5.

b) g(z) =52% — bz + 7
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4.5 Signe d’une fonction polynomiale

L’étude du signe d'une fonction polynomiale peut s’effectuer de la maniere suivante :

« on factorise la fonction polynomiale comme produit de facteurs du premier et du deuxiéme
degré,
o on étudie séparément le signe de chacun des facteurs,

« on applique la regle des signes sur chaque intervalle.

Remarque 4.1.

On peut établir le tableau du signe en tenant compte des multiplicités des zéros : il n’y a pas
de changement de signe si la multiplicité est paire et un changement de signe si elle est impaire.

Exemple 4.6.

a) Etablir le tableau du signe de la fonction f définie par f(z) = (3 — z)(z* — 5z + 6).

b) Etablir le tableau du signe de la fonction g définie par g(z) = x* — 52 + 8z — 4.
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4.6 Signe d’une fonction rationnelle

L’étude du signe d’une fonction rationnelle f(x) = —— s’obtient en étudiant le signe de la

q(x)
fonction polynomiale p qui est au numérateur, ainsi que le signe de la fonction polynomiale ¢

qui est au dénominateur. La régle des signes permet ensuite d’obtenir le signe de la fonction f.

Remarque 4.2.

x
Pour une fonction rationnelle f(x) = M, les indéfintions sont les solutions de 1’équation
q(z

q(z) = 0 et les zéros sont les solutions de 1'équation p(z) = 0 qui sont définies.

Exemple 4.7.

2—x

a) Etablir le tableau du signe de la fonction f définie par f(z) = .t

2x° — 3% — 5a?
(3x —2)?

b) Etablir le tableau du signe de la fonction g définie par g(z) =
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4.7 Inéquations

4.7.1 Inéquation du premier degré
Si a et b sont des nombres réels, on note
a<b <= b—acR, et a<b <= b—acR}

Remarque 4.3.

En inversant les deux membres et 1'inégalité d’une inéquation, on obtient une inéquation équi-
valente (qui possede les mémes solutions) :

A<B < B>Aet A< B «<— B> A.

Equivalence d’inéquations

On obtient une inéquation équivalente si :
e On ajoute ou soustrait une méme expression aux deux membres de I'inéquation.

e On multiplie ou on divise les deux membres de 'inéquation par un nombre positif non
nul.

Si 'on multiplie ou divise les deux membres par un nombre négatif non nul, il faut
inverser 1’inégalité!

Exemple 4.8.

a) Résoudre l'inéquation —4x +3 < x —7

8 — 3z — 1022
b) Résoudre I'inéquation # <z —5— 227
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4.7.2 Inéquation quadratique

Apres avoir isolé 0 d'un c6té de I'inégalité, on étudie le signe d’une fonction quadratique.

a) Résoudre l'inéquation z? — 5z < 6

51 — 2
b) Résoudre I'inéquation % x—5

¢) Résoudre l'inéquation —2z2 + 6x — 5 > 0
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4.7.3 Inéquation polynomiale ou rationnelle

Le tableau du signe des fonctions polynomiales et rationnelles permet de résoudre les inéquations
polynomiales et rationnelles.

Exemple 4.9.

a) Résoudre l'inéquation z° + 6 < 7z.

2z 3 r? + 3
b) Résoudre I'inéquati > .
) Résoudre 1nequalonx—1+x+1_x2—1
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4.8 Exercices

41

Etablir le tableau des signes des fonctions suivantes.

a) f(x)=2x+4 c) f(z)=—=bzx—10

b) f(z) =4 -2z d) f(z)=—(7—2x)—38

4.2
Etablir le tableau des signes des fonctions suivantes.

a) f(zr) = —5x%+ 60x — 180 c) f(x) = —4z* — 80z — 391
b) f(z) = —8x* + 48z — 82 d) f(x) =22*+5r—3

4.3

Etablir le tableau des signes des fonctions suivantes.

a) f(r) =2 —2)(x+3)(r —4) d) flx) =—=(2—2)*(z +3)
b) f(z) = (x —2)*(z + 3) e) flzx)=a*>+22* —x —2
c) f(x) =(z—2)*(z+3) f) flx) = (2" —2® +2)- (2 2)

4.4

Etablir le tableau des signes des fonctions suivantes.

) Ja)= g B 1) =TS0

b) f@) = 2 ) 1) = 1

) fry= TN 0 fa) = Ty 2
15

Donner le tableau des signes des fonctions suivantes.

—2x+1 61‘2 — x3
a) f($):x7+3 d) f(x):7x+1
2z(2z — 3)?  (z—11)
b) fl@) == ) S = 0, =95
—62% + 122 — 6
¢) flz)=5— % f) flx) = 7 —22)?
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4.6

Résoudre les inéquations suivantes.

a) 2z +5>1 d) —(7-22)—8>0

b) 5—-2x>1 e)l—3x§§x+2
2

¢c) —da—5<a+5 fi3al-a)>352

4.7

Résoudre dans R I'inéquation proposée dans chacun des exercices ci-dessous.

a) —3x% — 42z — 147> 0 f) =22 —62—-9>0

b) —da? 4 24 — 42 < 0 g) —22+ 14z — 48 > 0

¢) =322 +8x+3 <0 h) —5z% + 30z — 40 > 0

d) 22+ 10z +25>0 i) —522 — 20z —20 >0

e) 42 >0 j) =322 4+ 422 — 147 >0
4.8

Résoudre les inéquations suivantes.

a) 3 —42°+x+6>0 c) -2 —z+1<0
b) 25 —523 +42 <0 d) (z—2)- (22 +6x—1) > (22 —4)- (2> +1)
4.9
Résoudre les inéquations suivantes.
2_4 13 38
a) ’ 0 h) =9 -
z(2x — 3)° ; r—3 50
b) 21 <0 )—x2+x—2
2 1
) 4o +4x+1 5 i) =>ux
x?—1 L
13 4
2 k _
d) 5 >1-u2 )52 = 3z+1
xr—3 z 1
v 1 > —
°) :L’2—3:c—|—2>0 )3575—4_4
32° — T — 20 1 z
f <0 m) <
T PRST I r+1” @=2)(c+3)
r+1 x-1 6 1
< — <1
8) r—17"x+1 n) 4—z 1—a—
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4.1
Pour quelle valeur de x le carré grisé a-il une aire supérieure a celle du rectangle grisé?
A
2
x

\]

4.11

x Pour quelles valeurs de x I'aire du rectangle est-elle
plus grande que celle du demi-disque ?
2
4.12

Les bergers allemands peuvent faire des sauts leur permettant de franchir des murs de plus
de 3 metres de hauteur. Supposons que la hauteur 4 (en m) au-dessus du sol du berger
allemand ¢ secondes apres le début de son saut est donnée par

h(t) = —5t* + 8t
a) Calculer la hauteur maximale sautée par le berger allemand.

b) Calculer I'intervalle de temps (en s) pendant lequel le chien est a 2.75 m et plus au-dessus
du sol.

4.13

Pour une petite voiture d’'une marque donnée, le rayon d’action M (nombre de kilometres
parcourus) avec 4 litres d’essence est lié a sa vitesse v (en km/h) par la formule

1, 5
M(v)——%v —|—§U pour 0 < v < 60

a) Calculer le rayon d’action maximal de la voiture.

b) Pour quel intervalle de vitesses (en km/h) le rayon d’action de la voiture est-il supérieur
ou égal a 45 km?
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1

Pour une population particuliere de saumons, la relation entre le nombre S de poissons qui
fraient et le nombre R de poissons qui naissent de la fraie et qui survivent jusqu’a I'age
adulte est donnée par la formule

45005
(5) = 4o
S 4500
a) Esquisser le graphe de la fonction qui associe au nombre de poissons qui fraient S le
nombre de jeunes poissons qui survivent R pour S < 6'000.

b) Pour quel intervalle de populations S a-t-on R > S 7 Faire ressortir le résultat sur le
graphique du point a).
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b) Pour tout z € R, f(z) < 0.
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4.9 Réponses
4.3

4.1
4.2
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4.12
a) 3.2m; 2) [0.5;1.1]

4.13
a) 46.875 km; b) [30; 45]

4.14
b) ]0; 4'000]
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